8.

Az NP nyelvosztaly

Az ember s az id8 mindig Osszetaldlnak,
mint a keseriilapi sajdt drnyékdval.
TAMASI ARON

Ebben a fejezetben el8szor algoritmusok idSbeli €s tarhaszndlat szerinti hatékony-
sdgdt vizsgaljuk. Definidlunk néhdny olyan jellemz&t, melyek lehet6vé teszik a
hatékonysag pontosabb értelmezését. E fogalmak segitségével megadhaté a (lega-
labbis elméleti értelemben) hatékonyan kezelhetd algoritmikus problémdk kore (P
és FP osztalyok). A legtobb eddig targyalt feladat (nyely, fiiggvény) ezen osztalyok
egyikébe tartozik. Mint ldtni fogjuk, sok gyakorlati szempontbd! fontos feladat
— a mai tuddsunk szerint — kiviil esik ezeken az osztilyokon, vagyis nem oldhatd
meg hatékony algoritmusokkal. E nehezebb feladatok koziil kiemelkedd fontossa-
guak azok, amelyek az NP osztdlyba tartoznak. Itt most csak azt emeljiik ki, hogy
nagyon sok fontos algoritmikus feladat vezet NP-beli problémdhoz. Az NP-beli
nyelvekkel kapcsolatban elsd kizelitésként a bevezetd példdink egyikére, Arthur
kirdly kérésére utalunk. Képzeljiik el, hogy a kirdly csak annyit kérdez Merlintdl,
hogy pérokba allithatok-e a lovagok és az udvarhdlgyek gy, hogy a vonzalmakat
is figyelembe vegyiik. Merlin a vdlasz mellé egyszerdien ellendrizhetd bizonyitékot
mellékelhet: a megfeleld parok listdjdat. Ennek birtokdban a kirdly hatékonyan el-
lendrizheti a vélasz helyességét. Az NP-beli nyelvek éppen ezzel a tulajdonsdggal
JellemezhetSk. Az igen védlasznak van gyorsan ellen&rizhetd bizonyitéka.

Kiilon figyehmet fogunk szentelni az NP osztdly legnehezebb feladatainak, az
NP-teljes feladatoknak. Az NP-osztdlyra igy gondolhatunk mint a természetesen
felmeriilé nyelvek nagy gy(jt6helyére; az aljdn vannak a hatékonyan, gyorsan
felismerhetS nyelvek (a P osztdly), a tetején pedig a nehéz, gyors algoritmussal
nem megoldhaté problémdk, az in. NP-teljes nyelvek. Utébbiakkal azért foglalko-
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zunk behatébban, mert szinte minden alkalmazdsi teriileten eléfordulnak. Az NP-
teljességgel Kapcsolatos ismeretek gyakran segitenek annak megitélésében, hogy
egy elénk kertil6 algoritmikus feladat megolddsdra remélhetiink-e gyors médszert.

8.1. 1do- és tarkorlatok

Kétmillidrd férfi hiiszezer évet borotvdlkozik
naponta. GARACZI LASZLO

Szeretnénk viszonylag pontos fogalmakat adni arra, hogy egy algoritmus gyors,
illetve hogy hatékonyan bdnik a tdrral. Ezt ugy tessziik, hogy korldtozzuk az al-
goritmus (Turing-gép) szdmoldsi idejét vagy a felhaszndlt tarcelldk szdmat. Nyil-
vanvaldan nem lenne jé abszoliit, a bemenettd] fiiggetlen korldtokat bevezetni, hi-
szen természetesnek tartjuk, hogy hosszabb inputon egy maédszer tobb id6t/tarat
hasznal; mdr pusztdn a bemenet elolvasdsa, értelmezése tobb munkat jelent. A két
torekvés dsszebékitésének egy lehetséges mddja, hogy az id6- és tarfelhaszndldst
az input hosszdnak fiiggvényében vizsgéljuk. Legyen t : Z — Z™ egy fiiggvény,
melyre minden n € Z7 esetén t(n) > n teljesiil.

Definicié (¢t(n) idokorlitos TG):
Az M Turing-gép t(n) iddkorldtos, ha n hosszi inputokon legfeljebb t(n) lépést
tesz (mds szoval Tpr(n) < t(n)).

A t(n) fuiggvény tehdt korldtozast ir eld az M gép Iépéseinek a szdmdra. A
t(n) > n azt a természetes feltevést tartalmazza, hogy a gép legaldbb végigolvas-
hatja az inputot a megadott idSkorldton beliil maradva. Az M algoritmust (TG-t)
akkor tekinthetjiik gyorsnak, ha t(n) egy lassan novekedd fiiggvény.

A 7.1. pontbeli els példa, a harommal val6 oszthatésdgot ellendrzé M Turing-
g€p n hosszu inputokon legfeljebb n + 1 1épést tesz, tehdt mondhatjuk, hogy n+1
idSkorldtos. A masik példa, az f(n) := n-+1 fiiggvényt kiszdmité M gép nem lesz
t(n) id6korldtos semmilyen ¢ fiiggvénnyel, mert vannak olyan inputok, amiken a
gép sohasem all meg.

Feladat: Adjunk meg egy olyan n + 1 id6korldtos N Turing-gépet, melyre
Ly = Ly és fv = fur, ahol M afenti TG.

A hatékony algoritmus fogalmanak a birtokdban megprébalkozhatunk a fela-
datok hatékonysdg szerinti osztdlyozdsdval. Azokat a feladatokat (nyelveket, fligg-
vényeket) tekintjiik alacsony bonyolultsdgtinak, melyek megolddsdra létezik gyors
algoritmus. Ezt késziti el a kdvetkezd fogalom.
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Definicié:
TIME(t(n)) := {L cr

L felismerhetd egy O(t(n)) idokorldtos
M Turing-géppel ’

A TIME(t(n)) nyelvosztalyba tehdt azok az L nyelvek tartoznak, amelyekhez
létezik ct(n) id6korldtos TG. A ¢ dllandé fiigghet L-t8l. A definicié 1ényeges
eleme, hogy n hosszi z inputokon a szdmitds mindig befejezddik legfeljebb ct(n)
Iépésben, tekintet nélkil arra, hogy * € L igaz-e. Ennek kovetkezményeként
TIME(t(n)) rekurziv nyelvekbél dll.

A legegyszerlibb példdt a linedris iddoben felismerhetd nyelvek jelentik:

Példa: TIME(n) = {az O(n), azaz linedris idbben felismerhetd nyelvek}.

Algoritmikus idSigény szempontjdbd! a linedris idSben felismerhetS nyelvek
tekinthet6k a legkonnyebbeknek. Szokdsos még a TIM E(n*) nyelvosztilyt a
négyzetes, TTM E(n®)-t pedig a kobos idSben felismerhetS nyelvek Osszessé-
gének nevezni. A kovetkezd nyelvosztdly kozponti szerepet jatszik a szdmitdsok
elméletében:

Definicié: P = U TIM E(n*), a polinom iddben felismerhetd nyelvek osztd-
lya.

Példa: L = {0"1"] n > 1} € TIME{n) C P. Konnyen szerkeszthetd olyan
kétszalagos Turing-gép, mely a fenti nyelvet linedris id6ben ismeri fel.

Allitas: Ha az L nyelv nlo8 ™ _nél rovidebb iddben nem ismerhets fel, akkor L ¢ P.

Bizonyitas: Indirekt érveléssel tegyiik fel, hogy L € P. Ekkor a P definicigja sze-
rint van olyan k > 0, melyre L € TIM E(n*), és igy alkalmas ¢ > 0 konstansra
nlo8" < cnk teljesiilne végtelen sok n-re. Ez az egyenlStlenség viszont ellentmon-
dast jelent, hiszen a bal oldalon dll6 fiiggvény gyorsabban né, mint a jobboldali.
O

Az id6hoz hasonléan kezelhetjitk az algoritmusok tarfelhaszndldsdt és a nyel-
vek felismerésének tarigényét. Legyen s : ZT — Z% olyan fiiggvény, melyre
minden n € Z szdmmal igaz, hogy s(n) > logy n.

Definicié (s(n) tarkorlatos TG):
Az M Turing-gép s(n) tdrkorldtos, han hosszii inputokon legfeljebb s(n) tdrcelldt
haszndl a munkaszalagokon (azaz Sp(n) < s(n)).
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Az s(n) > log, n kikétés enyhe és értelmes feltevés. Ennyi hely kell ugyanis
ahhoz, hogy egy n celldbél 4ll6 szalagrészt — példdul az input szalag érdemi ré-
szét — cimezni tudjunk. Emlékeztetiink még itt arra, hogy ha M-nek csak egy
szalagja van, akkor az a definicié szempon[jébél munkaszalagnak tekintends. Az
idGosztdlyokkal analég médon kapjuk a tdrosztdlyok definicidjat:

Definicié:
SPACE(s(n)) := {L cr

az L felismerhetd egy O(s(n)) tdrkorldtos
M Turing-géppel '

Példa: SPACE((log n) a logaritmikus tdrban felismerhetd nyelvek osztilya. Ha az
L nyelv a SPACE(log n) osztilyban van, akkor felismerhets egy olyan M TG-
vel, ami n hosszi inputokon legfeljebb ¢ log n tarcellit hasznal a munkaszalagjain.
A c allandé itt is fiigghet L-t6l.

A nyelvekhez hasonlé médon kaphatunk idd-, illetve tdrkorldtokkal meghata-
rozott fliggvényosztdlyokat. Csupdn annyit kell tenniink, hogy a definicidkban a
nyelveket felismerd TG-k helyett fiiggvényeket kiszdmolé TG-ket szerepeltetiink.

Definicié: FTIM E(t(n)) := az O(t(n)) idokorldtos TG-k dltal kiszdmithato f :
I* — I* fiiggvények osztdlya.

Definicié: FSPACE(s(n)) := az O(s(n)) tarkorldtos TG-k dltal kiszdmithato
f i I* — I* (parcidlis) fiiggvények osztdlya.

Igen fontos osztdly a P-vel analdg fiiggvényosztily FP, a polinom idében ki-
szamithato fiiggvények osztdlya:

Definicié: FP := Uy>1 FTIME(n*).
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8.2. Tar-ido-tétel, nevezetes nyelvosztilyok

Jollehet a vildgot alkoté atomok szdma mérhetetleniil nagy, nem végtelen,
ezért csupdn véges szdmii (még ha mérhetetleniil nagy is ez a szdm) permu-
tdciot adhat. Ha végtelen az ido, a lehetséges permutdcick szdma egyszer
kimerithetd, s akkor sziikségszeriien megismétlddik a vildgegyetem. Ismét
megsziiletsz majd egy anyaméhbdl, ismér kifejlédik a csontvdzad, ismét
ugyanebbe a kezedbe keriil ez a lap, ismét végigéled életed minden ordjdt
a hihetetlen haldl percéig. JORGE LUIS BORGES

(Igy foglalja 8ssze a nietzschei Orok Visszatérést.)

e

A kovetkez6 allitds egy alapvetd Osszefiiggést rogzit a tr-, illetve id8korldtokkal
definidlt osztdlyok kozott. Ha egy nyelv felismerésére van tdrkorldtos algoritmus,
akkor van idGkorldtos is. Az adédo idGkorldt a tarkorldt exponencidlis fiiggvényé-
vel becsiilhetS. A gondolatmenet kezdépontja az, hogy ha egy tarkorldtos szamitds
elég sokdig tart, akkor sziikségképpen végtelen ciklusban van. A végtelen ciklusok
felismerése, kezelése jelenti a probléma — és a bizonyitdsban szerepld konstruk-
cié — érdemi részét.

Tétel (tar-ido-tétel): Ha L € SPACE(s(n)), akkor van olyan L-16l fiiggd c
konstans, mellyel L € TIM E(c5™) teljesiil.

Bizonyitas: Legyen M egy S(n) = cis(n) tarkorldtos (¢; > 1) k-szalagos TG,
mely felismeri L-et. Az M-bdl kiindulva egy olyan O(c5(™)-idSkorlitos N TG-t
fogunk konstrudlni, melynek a nyelve szintén L. Nézziik M szdmitdsait az n
hosszisagd inputokon. Egy ilyen szamitds sordn a gép egy pillanatnyi helyzetét
pontosan jellemzi az input (Osszesen 7 jel), a munkaszalagok tartalma (Ossze-
sen legfeljebb S(n) cella), a gép aktudlis belsd dllapota, valamint a fejek hely-
zete a szalagokon. Egy ezeket rogzitd | jegyz6konyvet" pillanatnyi helyzetleirds-
nak (PHL) neveziink. Az M gép dtmenetei és egy PHL ismeretében pontosan meg
tudjuk mondani az M kovetkez§ 18pését, s6t a kovetkezd PHL-eket is. Ilyen ér-
telemben egy PHL a szamitds egy pillanatdt hden rogzits fényképnek tekinthetd.
Mindebbd] szimunkra most az a fontos, hogy ha a gép futdsa soran egy PHL ismé-
telten el&fordul, akkor a gép biztosan végtelen ciklusban van, a két helyzet kozotti
1épéssor végtelen sokszor ismétiddik. A gép tarkorlatos voltdbol adodik, hogy egy
szdmitds sordn csak véges sok PHL lehetséges. Igy ha a gép elég sokdig fut, akkor
egy PHL feltétientil ismétlddik, tehat végtelen ciklusba kertiltiink.

Nézziik ezt Kicsit pontosabban! Hany darab PHL lehetséges Gsszesen, ha a
gépet n hosszi inputtal inditjuk? Ervényes a kdvetkez8 egyszerti felsé becslés
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(#PHL aPHL-ek szama):
#PHL < |QIIT5™ (n + 1)S(n)F,

ahol |Q] az M bels6 dllapotainak szdma, |T| az M szalagjeleinek szdma, az (n+1)
tényez$ az input fej lehetséges helyzeteinek a szdma, az S(n)* tényez6 pedig a
tobbi fej lehetséges helyzeteinek a szdma. Haszndlva, hogy S(n) > s(n) > log, n,
a ¢y := 28T vélasztdssal

#PHL < konstans - cg(")

adddik. Jeldljiik ¢-vel a jobboldalon 116 szamot. Ha egy n-hosszi « inputon a gép
t 1épés utdn sem all meg, akkor biztosan végtelen ciklusba keriilt, hiszen ekkor van
olyan PHL, ami két kiilonboz6 1€pés utdn el6fordul. Kézenfekvd volna tehat M-et
t 1épés utdn lel6ni. Az a baj ezzel az 6tlettel, hogy nem feltétlentil tudunk eddig
elszdmolni, hiszen lehet, hogy a t korlit nem rekurziv fiiggvénye n-nek. Olyan
megoldasra van sziikség, amely nem épit a t ismeretére,

Ennyi el6késziilet utan lassunk az N gép konstrukcidjdhoz! A végtelen cik-
lusok felismerése és kezelése céljabol megduplazzuk M-et. Legyen My és M a
két példany. Ezeket a gépeket IV részeinek tekintjiik. Az M;-et elinditjuk az x
inputtal. Minden egyes 1épése utdn ideiglenesen megallitjuk; ekkor M-t elindit-
juk z inputtal a kezdd allapotbdl, és mikddtetjiik legfeljebb addig a lépésig, ahol
M, tart (jelolje ennek a lépésnek a sorszdmit [). Az [ sorszdmot O(S(n)) extra
celldn tdroljuk és léptetjiik. Ha valamely j < l-re az M, gép j-edik 1épés utdni
PHL-je megegyezik M -ével, akkor biztosan végtelen ciklusba kertiltiink (PHL is-
métlddik), tehat @ & L. Ekkor N megdll elutasitva z-et. Ha ilyen ismétl6dés nem
fordult eld, akkor meglépjiik M, kivetkezs, [ 4 1-edik 1épését, [ := [+ 1, €s ismé-
teljiik az el6z6 eljardst. Természetesen ha My megall elfogadva (elutasitva) z-et,
akkor IV is megdll elfogadva (elutasitva) z-et.

Ezzel a megolddssal biztosan felismerjiik a végtelen ciklusokat: valgjaban mar
az elsd olyan [ utdn megdllunk, amikor egy PHL ismétlédik. Az tij, Osszetett gép
mikddése sordn ezért mindig teljesil az | < t egyenlStlenség. Innen mdr meg-
becsiilhetd N erdforrds-igénye. Beszamitva a szamldlok (I és j) karbantartdsat
és a PHL-ek dsszehasonlitdsdnak koltségét is, a maximdlis futdsi idd legfeljebb
ot?) = O((cﬁ(”))Z) = O((c%)c”(")), fgy ¢ = cgcl megfelel a tétel kovetel-
ményeinek. Tovabbi fontos tény, hogy a tirfelhaszndlds sem nott lényegesen: az
Ssszetett gép mikodéséhez O(s(n)) tircella elegendS a munkaszalagokon. O

A bizonyitds minden nehézség nélkiil dtvihets nyelvek helyett fiiggvényekre.
Egyetlen szdmottevé mdédositds célszer(: végtelen ciklus esetén, amikor az z in-
putra f nem értelmezett, legyen f(z) = *. Az igy kapott (teljes) fliggvény szintén
az FSPACE(s(n)) osztalyba tartozik.
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Tétel: Ha f € FSPACE(s(n)), akkor van olyan f-161 fiiggé ¢ konstans, mellyel
f e FTIME(c#™).0

Nézziik most, hogy mi mondhaté id6- és tarkorlatokkal definialt nyelvoszts-
lyok esetén a komplemens nyelvek osztdlyairdl. Emlékeztetésiil: ha X nyelvek
egy osztilya, akkor a coX nyelvosztily éppen I* \ L alakd nyelvekbdl 4ll, ahol
L € X.Igy pl. a coTIME(t(n)) nyelvosztilyban a TIM E(t(n))-beli nyelvek
komplementerei vannak.

Egyszeriien adddik, hogy TIM E(t(n)) = coTIM E(t(n)). Legyen ugyanis
M egy ct(n) id6korldtos M TG, ami az L nyelvet ismeri fel. Ha megcseréljiik
az M elfogadé és elutasité (azaz nem elfogadd) dllapotait, akkor a kapott NV TG
éppen az I* \ L nyelvet ismeri fel, és szintén ct(n) idGkorldtos. Analég allitds
érvényes tarosztdlyokra is; ennek az igazoldsa viszont kevésbé egyszerti.

Tétel: SPACE(s(n)) = coSPACE(s(n)).

Bizonyitas: Legyen L € SPACE(s(n)). Alkalmazzuk a tar-id6-tétel szimulaci-
Gjat. Az adédé N TG szintén O(s(n)) tarkorlatos, és minden inputra megdll. Erre
a gépre mar mikodik idGosztalyokndl bevalt Gtlet: cseréljiik fel az elfogadé és az
elutasitd dllapotokat. O

Megemlitlink itt két tovabbi fontos nyelvosztalyt, az exponencidlis idében fel-
ismerhetd, valamint a polinom tdrban felismerhetd nyelvek osztdlyait.

Definicié: EXPTIME := Uy TIME(2").
Definicié: PSPACE := Uj>1 SPACE(n).

Az EXPTIME osztéilyra igy nézhetiink, mint a gyakorlatban el6fordulé nyel-
vek (eldontési feladatok) univerzumaéra. Ezt ugy értjitk, hogy nemigen van olyan
praktikus feladat, ami ezen kiviil lev8, még nehezebb nyelvhez vezetne. Ervénye—
sek a kovetkezd tartalmazdsi viszonyok:

Tétel: P C PSPACE C EXPTIME

Bizonyitas: Ha M egy t(n) idSkorlatos TG, akkor sziikségképpen ct(n) tarkor-
latos is, hiszen egy 1épésben legfeljebb annyi dj celldra 1éphet, mint a szalagjai-
nak széma. Ezt alkalmazva kapjuk, hogy TIM E(n*) C SPACE(n*), amibdl
P C PSPACE kovetkezik. A mdsik allitdst illetSen legyen L € PSPACE. Ekkor
L € SPACE(n*), valamely k-ra. A tar-id6-tétel szerint ekkor van olyan ¢ > 0,
hogy L € TIME(c™") C TIME(2[<I"") € TIME(2™"") C EXPTIME. 0
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Megjegyezziik még — a C jellel valédi tartalmazdst jelslve —, hogy
TIME(t(n)) € R, SPACE(s(n)) C R és EXPTIME C R. Ezek a tények
a kordbban mdr megismert drlds eljdrds alkalmazdsdval igazolhaték. Az otlet ér-
zékeltetésére mutatunk egy rekurziv nyelvet, ami nincs az EXPTIME osztdlyban.
Legyen

L = {w € I*; az M,, TG létezik, és legfeljebb 221" Iépésben elutasitja w-t}.

Itt |w)| jeloli a w sz6 hosszit. El6szor gondoljuk meg, hogy ha M egy t(n) id8kor-
latos TG, akkor végtelen sok olyan y € I'* sz6 van, amire M, létezik, és ugyanigy
viselkedik, mint M. Az utébbi azt jelenti, hogy M, is t(n) id6korlatos és ugyanazt
a nyelvet ismeri fel, mint M: Lp;, = L. llyen gépeket kaphatunk példdul dgy,
hogy M bels6 dllapotainak halmazait bSvitjiik olyan dllapotokkal, amelyek sosem
érhetSk el a kiinduld helyzeteibdl. (Tulajdonképpen az térténik, hogy egy progra-
mot olyan részletekkel bdvitiink, amelyekre sohasem kertil a vezérlés. A program
ugyanigy miikodik, mint az eredeti, de a lefrisa hosszabb lesz.)

Most megmutatjuk, hogy L nincs benne a TIME(22"_1) nyelvosztdlyban.
Ebbl, EXPTIME C TIME(2¥"™") miatt kovetkezik, hogy L ¢ EXPTIME. In-
direkt gondolkodva tegyiik fel, hogy L felismerhetd egy 22" ™" id6korldtos M
TG-vel. Legyen ng olyan nagy, hogy 22" < 9 teljesiiljon, ha n > ng. Legyen
w egy ng-ndl hosszabb szd, melyre M,, 1étezik, és ugyanigy viselkedik mint M.
Ez a gép is 22" id6korldtos, és L = Ly, A befejezés hasonlit a diagondlis
nyelvnél ldtottakra: ha w € L, akkor M, elfogadja w-t c22™'™" < 22" 1épésben,
amibdl L definicidja szerint w ¢ L kovetkezik. Ugyanigy képtelenséghez vezet a
w & L feltevés is.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a fenti L nyelv rekurziv.

A P, FP, PSPACE, EXPTIME osztdlyok robusztusak abban az értelemben,
hogy nagymértékben fiiggetlenek a gépmodelltdl, amelynek a segitségével defi-
nidltuk 8ket. Példdul szoritkozhattunk volna csak az egyszalagos Turing-gépekre,
vagy haszndlhattuk volna a RAM modellt. A TG-RAM szimuldcidkra kapott kor-
latokbdl azonnal kovetkezik példdul, hogy

van olyan k € ZT és ¢ > 0, hogy L felismerhet6 }

P= {L <! en® logaritmikus koltségli RAM-programmal

Feladat: Mutassuk meg, hogy a linedris idGben felismerhetd nyelvek osztdlya
TIME(n) nem robusztus osztily. (Nézziik a palindrémdk nyelvét egy-, illetve
kétszalagos gépeken.)
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Elméleti szempontbdl a polinom idejii algoritmusokat tekinthetjiik hatéko-
nyaknak. Ez t6bb értelemben is megfelel a hatékonysagrél meglevd tapasztalati
képilinknek. A linedris, kvadratikus, s6t még a kobos algoritmusok gyorsasdggval
is dltaldban elégedettek vagyunk. Bizonyos esetekben az ennél valamivel nagyobb
kitevGji médszerekkel is békét tudunk kotni. A sokkal nagyobb idGigény( elja-
rasok viszont (legaldbbis amelyek viszonylag természetesen meriilnek fel) hasz-
nélhatatlanok hosszii inputokon. Nézziink mondjuk egy 2" id8igényl mddszert
n = 1000 hosszusdgu input esetén! Ez a méret nem jelent gondot a mai gépeken
n, n? s6t n3 1épésszdmy algoritmusoknal sem. Ezzel szemben a ma ismert fizi-
kai elveken alapulé gépekre gondoldva teljesen reménytelennek tiinik, hogy 21000
1épést megtehessiink egy embersltd alatt.

Azt is hangstlyoznunk kell, hogy nem minden polinom ideji mdédszer ad iga-
z4n hatékony megolddst. Egy cn® futasi idejdi algoritmus is lehet elfogadhatatian
gyakorlati szempontbdl, ha ¢ vagy k nagy. Aligha tekinthetiink jonak mondjuk
egy n300 lépésszdmi mddszert. A polinom idejid algoritmus tehdt a hatékony
médszer absztrakcidjdnak, elméletileg kezelhetd dltaldnositdsanak tekintends.
Két fontos tulajdonsdga ebbsl a szempontbdl, hogy egyrészt tényleg tartalmazza
az igazan hatékony (pl. linedris, kvadratikus idejli) algoritmusokat, masteldl pedig
robusztus fogalom az el&bb tirgyalt értelemben. Ennek a kis fejtegetésnek az
osszegzéséil az elméleti értelemben hatékonyan kezelhetd feladatok a kovetkezok:

P:  polinom id&ben felismerhetd nyelvek
FP: polinom id6ben szdmithato fiiggvények

A legtobb algoritmikus probléma, amivel kordbban az adatszerkezetek ele-
meinél és a grafalgoritmusok kapcsdn taldlkoztunk, P-beli nyelv felismeré-
sére, vagy daltalinosabban FP-beli fiiggvény kiszdmitisdra vezet. Példdul az
Z1,T2,...,2Tn € I* szavak lexikografikusan rendezett sorrendjének el&allitdsa
megfogalmazhaté mint a kovetkezd (nyilvdnvaldan FP-beli) f fiiggvény kiszdmi-
tdsanak a feladata:

frapxTox.. . %%y = Yy *yg* ... *xyYp, aholyy <yo < ... < yp Az T
szavak lexikografikusan rendezett sorozata. Néhany tovdbbi ilyen feladat:

1. Kupacépités

2. Minimdlis koltség( feszitdfa keresése grafban (Prim és Kruskal médszere )

3. Maximadlis pdrositds keresése pdros grafban (magyar médszer)

4. Maximlis folyam szdmitdsa egész kapacitisokkal rendelkez halézatban (Dinic
algoritmusa)

5. Gréf cstcsainak 2 szinnel valé kiszinezése.

Nézziik meg kozelebbrdl mondjuk a magyar médszert! Mint mdr lattuk, ennek
az uniform koltsége O(ne), ahol n az éllistdval adott G' bemeneti graf pontjainak,
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e pedig az éleinek szama. Az éllistanak n + 2e celldja van. Az éllista egy cel-
14ja kb. 3logn biten elfér: ebbdl logn bit a celldhoz tartozé csiics sorszdma. A
celldban levd mutatéra mintegy 2 log n bitet szanunk. Ezek elegendGen hossziiak
lesznek, mivel 6sszesen legfeljebb n? cella van a szerkezetben. Az input hossza
tehat koriilbeliil 3(n + 2¢) log n bit.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a magyar modszer megvalésithaté O(nelogn)
logaritmikus koltségd RAM-programmal. (Arra kell csak iigyelni, hogy a ma-
gyar médszer egy elemi 1épésének a logaritmikus koltsége ne legyen tébb, mint
O(logn).)

A feladat szerint a magyar médszer logaritmikus koltsége az input hosszanak
négyzetével aranyos korléat alatt marad. A médszer tehit tényleg polinom idejd.

Az el6z8ekkel szemben ellenpontként dlljon itt néhdny (mai ismereteink sze-
rint) polinom idében nem megoldhaté feladat. Ezek latszélag egymastdl tavol es6
problémadk, mégis algoritmikus szempontbdl sok koziik van egymashoz. Egyebek
kozott ennek a kapcsolatnak fogunk utdnajarni a kovetkezSkben.

1. Hamilton-korrel rendelkezé grafok felismerése

2. Utazd tigynok probléma (minimalis koltségli Hamilton-kor taldldsa)
3. A 3 szinnel szinezhet§ grafok felismerése

4. Maximélis méretd klikk keresése grafokban.

8.3. Nemdeterminisztikus Turing-gépek; az NP nyelvosz-
taly

Az eddig targyalt gépmodellek (TG, RAM) valdsdghoz kozelinek mondhat6k ab-
ban az értelemben, hogy elég hien tiikrozik a szamitdsok tényleges 1dGigényét. A
most teritékre keriil6 modell ebbdl a szempontbdl alaposan elrugaszkodott a vald-
sagtol. Hogy miért foglalkozunk vele mégis? Mert segitségével igen természetesen
koriilhatdrolhaté egy érdekes és gazdag nyelvosztily. A modellt tehdt mint defini-
Ci6s eszkozt érdemes szemlélni.

A nemdeterminisztikus Turing-gép (roviden NTG) definicidja abban tér el az
egyszalagos Turing-gépétSl, hogy a ¢ dtmenetfliggvény nem egyértékd. A ¢ a le-
hetséges 1épések olykor egynél tobb elemd véges halmazat jeloli ki:

8(gq,a) € Q x T x {jobb, bal, helyben}.

Ennek megfelelden a gép esetleg t6bb lehetGségbdl valaszthat. A ¢ 4llapotban az
a szalagjel mellett a kovetkez§ 1épést a §(g, a) halmazbdl kell valasztani.
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A gép futasa (egy szamitdsi t):

Kiindulasi helyzet:

Mint az egyszalagos TG-nél, az & € I* input $z6 a szalagon van, balra igazitva,
utdna tresjelek. A gép a go kezd@dllapotban van, a fej pedig a szalag els6 celldjan.
Egy lépés:

A g€p egy pillanatnyi dllapotdt a belsé dllapot, a szalag tartalma, valamint a fej
helyzete hatirozza meg. A kovetkezd pillanatnyi dllapotba tgy jut el, hogy a belsé
allapotbdl, valamint a fej alatt taldlhat6 szalagjelbdl 4ll6 parra alkalmazva a § hal-
mazértékd fliggvényt, vélasztja annak egy tetszSleges elemét, majd az annak meg-
felelS belsé dllapotot veszi fel, mikdzben a megfelelS szalagjelet frja a fej alaiti
celldba, majd a megfelel6 fejmozgatdst végzi el. Ha az adott pdrra § nincs értel-
mezve, akkor a gép megall.

Példa: Tegyiik fel, hogy a gé€p a ¢ dllapotban van, a fej alatti szalagjel a, €s
5(q,a) = {(q,a, helyben), (q1,b, jobbra), (ga,c,balra)}. Ekkor a gép a hiarom
lehetséges 1épés koziil vdlaszthat, mindegyik védlasztds megengedett.

Definicio (input elfogadasa): Az M NTG elfogadja azx € I* inputot, ha az M -et
x bemenettel a kiindulo helyzetbél inditva van legaldbb egy elfogado (egy elfogado
dllapotban véget érd) szdmitdsi it

A kordbbiakkal 6sszhangban jelolje L s az M altal ilyen értelemben elfogadott
nyelvet. A definiciébdl kozvetleniil adédik a kdvetkezd:

Allitas: Az x € I* input sz0 pontosan akkor nincs Lyr-ben, ha az M gépet ©
inputtal inditva nincs elfogadd szdmitdsi 1it.C

Az NTG-k szdmitdsait néha hasznos egy gyokeres irdnyitott faként elképzelni.
A fa cstcsait a gép pillanatnyi helyzeteivel cimkézhetjiik. Egy cstcsnak annyi fia
van, ahdny Iépés megengedett a csticsnak megfeleld pillanatnyi helyzetbdl. A pél-
dabeli gép esetén, ha a pillanatyi helyzetben a bels8 allapot g, a fej alatti szalagjel
a, akkor a csicsnak hdrom fia van. A fa gyokerét az € I* inputnak megfeleld
kiindul6 helyzettel cimkézziik. A gép pontosan akkor fogadja el az z inputot, ha
a faban van olyan gyokértdl levélig mend ut, melynél a levélhez elfogadé dllapot
tartozik.

A kozonséges Turing-gépek mintdjdra beszélhetiink idSkorldtos nemdetermi-
nisztikus gépekrdl. Legyen t : Z* — Z* egy fiiggvény, melyre minden n € Z~*
esetén teljestl a t(n) > n egyenlGtlenség.

Definicié (t(n) idékorlatos NTG ):

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép t(n) idokorldtos, ha n hosszisdgii inpu-
tokon M minden szdmitdsi iit mentén legfeljebb t(n) lépést téve megdll.
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Ugy is fogalmazhatunk, hogy egy tetsz8leges n hossziisdgd x € I'* input ese-
tén a szdmitdshoz rendelt fa magassdga legfeljebb t(n) + 1. A kdvetelmény egy-
ardnt korldtozza az elfogadé és az elutasité szamitdsi utak hosszét. Egy idékorla-
tos NTG tehdt egyetlen szdmitdsi Gton sem kertilhet végtelen ciklusba. A fejezet
bevezet§iében emlitettiik, hogy az NTG nem egy valésdghii szamitasi modell. A
miikodéstikben éppen ez a koltségszamitds jelenti az igazdn irredlis tényez6t. Nem
ismert (€s a mai tuddsunk szerint nem latszik lehetségesnek) olyan tényleges fizi-
kai megvalésitasuk, mely egy t(n) idSkorldtos NTG miikddését ¢(n)-nel aranyos
idében szimuldlni tudnd. (Olykor-olykor felréppenek sajtékacsdk, éllitva, hogy si-
keriilt igazi nemdeterminisztikus gépet konstrudlni...)

Az idSkorldtos gép fogalmdval a kezlinkben a TTM E osztdlyok mintdjdra de-
finidlhatjuk a nemdeterminisztikus idSkorldtokkal kijeldit nyelvosztalyokat.

Definicio:
NTIME(t(n)) := {az O(t(n)) idbkorldtos NTG-k dltal elfogadott nyelvek}.

NTG-k segitségével fogalmazhaté meg kényelmesen a szdmitdselmélet egyik
legérdekesebb nyelvosztdlydnak, az NP -nek a definici6ja.

Definicié: NP := Uy NTIME(nk).

Az NP nyelvosztily u yanugy épiil fel az NTIM E(nF) alakd nyelvhalma-
zokbdl, mint a P a TIM E(n*) alakdakbél. A definicick kozétti nyilvanvalé for-
mai hasonldsag alapjdn az NP osztdlyt a P nemdeterminisztikus megfeleljének
tekinthetjiik. Az NP a nemdeterminisztikus polinom ideji Turing-gépekkel felis-
merhetd nyelvekbdl dll. Az egyszalagos (kzonséges) TG-k felfoghatok NTG-nek
is, s6t egy t(n) idSkorldtos TG tekinthetd t(n) idékorlitos NTG-nek is. [gy azon-
nal adédik, hogy TIM E(n*) C NTIM E(n*), amibdl az egyesitésekre térve:

Allitas: P C NP.O

Az NP nyelvosztdly tehdt tartalmazza P-t, a hatékonyan kezelhetd nyelvek osz-
talydt. A két osztdly, a P és az NP kozotti analégia kordntsem teljes. Nem ismert
példdul, hogy az NP osztdly megegyezik-e a coNP nyelvosztillyal (emlékeztetdiil:
CoNP = {L C I*;I*\ L € NP}). A témakorben dolgozé kutatdk azt sejtik, hogy
a két osztaly kiilénboz8. Szintén nyitott kérdés, hogy P megegyezik-e NP-vel. Itt
is a nemleges vilasz ldtszik valészintinek. A (P = NP?) kérdés a szamitaselmélet
egyik legfontosabb megoldatlan problémadja.

Allitas: P C NP N coNP.
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Bizonyitas: P C NP miatt coP C coNP. Ezutdn az dllitds azonnal adédik a P =
coP egyenl8ségbdl. O

Egyszer( alkalmazdsként megjegyezziik, hogy a P = NP egyenlGséghSl NP =
coNP kovetkezne.

A nemdeterminisztikus szamitasok egy determinisztikus modellje

Eldszor megsejtesz valamit. Ne nevessetek, ez a legfontosabb 1épés.
Utdna kiszdmitod a kovetkezményeket...  RICHARD P. FEYNMAN
a fizikai felfedezésekrél

Célunk itt nyelvek nemdeterminisztikus felismerésének determinisztikus modell-
jét adni. Ezzel végsd soron kényelmes eszkozt kapunk nyelvek (feladatok) NP-be
tartozdsdnak igazoldsdra, amely j6l haszndlhaté konkrét nyelvek esetén.

Legyen M kétszalagos (kozonséges) TG. Tegyiik fel, hogy M inputja két rész-
bol all, egyik része — mondjuk z € I'* — az els6 szalagon van, a mésik része y € I*
a masikon. Az utébbi, az y-t tartalmazé szalag csak olvashaté. Ezt nevezziik az M
sugdasszalagjanak.

input
stigds

E
A kordbbi definiciéval dsszhangban az M dltal felismert Ly nyelv azon (z,¥)

sz6parok halmaza (z,y € I*), melyekkel a kezdé helyzetbdl elinditva M elfogadd
allapotban all meg.

Definicié (nemdeterminisztikus felismerés ): Az M dltal nemdeterminisztiku-
san felismert L nyelv a kovetkezd:

x € L akkor, és csak akkor, ha van olyan y sigds, hogy (z,y) € L.

Az M gép dltal nemdeterminisztikusan felismert L nyelvbe tehdt pontosan
azok az x € I* szavak tartoznak, melyek kiegészithetSk alkalmas y-nal (sigdssal)
tigy, hogy az (x,y) part az M elfogadja. Itt fontos mozzanat, hogy a jé sigds-
nak csak a [étezése kvetelmény. Semmit sem tesziink fel arrdl, hogy adott z-hez
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miként talilhaté alkalmas y. Az y sz6t szokds még az ¢ € L dllitds ramijdnak,
vagy az x elfogaddsdhoz vezet$ sejtésnek is nevezni. A sigds és sejtés szavak-
bél kiszlireml6 bizonytalansdg arra hivatott utalni, hogy az y-nal szemben nincs
kiszamithatosdgi kovetelmény.

A kovetkezd tétel szerint az NP-beli L nyelveknél az M egy polinom idejd TG
és a tanu (sugds) hossza is polinomkorlitosnak vehetd.

Tétel (tani-tétel): Egy L C I™ nyelvre a kivetkezd két dllitds egyenértékii:

(a) L € NP.

(b) Van olyan ¢ > 0 dllando, tovdbbd egy Ly, € P nyelv, mely olyan (x,y) € (I*)?
pdrokbol dll, hogy |y} < |z|¢ és x € I* esetén x € L pontosan akkor, ha van
y € I* iigy, hogy (z,y) € L.

Bizonyitas: (Vazlat) (a) = (b) : Az L € NP feltétel miatt létezik egy n°t idékor-
latos N NTG, mely felismeri L-et. Tegyiik fel, hogy N-nek egy 1épésnél legfeljebb
d eldgazasi lehetSsége van, vagyis d a §(g,a) halmazok maximdlis elemszama.
Egy ¢ > 0 szdm és egy olyan M polinomkorlitos TG létezését kell megmutat-
nunk, mely (z, y) alakd inputokkal dolgozik, és x € L pontosan akkor teljesiil, ha
van olyan y € I, |y| < |z|¢, hogy (z,y) € L1 = L.

Legyen z € L, |z| = n. Erre az inputra egy olyan y = y1y2 - - ¥, alakd
sorozatot (m < n®) fogunk jé sigdsnak tekinteni, mely az N egy elfogadé sza-

////////

kédjai, amibdl {y| < n[logy(d + 1)] < n° alkalmas c konstanssal. Az y; altal
dbrdzolt szdm mondja meg, hogy a j-edik 1épésben N melyik lehetséges 1épését
kell valasztani (az adott helyzetben szdéba jov6 legfeljebb d lehetséges 1€pés koziil)
az elfogad6 szdmitdsi dton. Az M TG egy ,,nagy" 1épése a kovetkez6: a sigdssza-
lagrél megnézi, hogy N melyik lépését kell megtenni (ez legfeljebb [loga(d +1)]
bitet jelent), majd ezt meglépi. Ez N-t6l fiiggd konstans idében megtehets. Az M
pontosan akkor dlljon meg, ha N szimuldlt ,,lépése” megdllds, fogadja el az inpu-
tot, ha ez a megdllds N elfogadé dllapotdban tortént. Az M élljon meg elutasitc
allapotban akkor is, ha a stigds kovetkezd darabja nem értelmezheté N legilis 1€
péseként. A fentiek alapjin M az (z,y) Osszetett input hosszdban linedris ideig
miikodik. Vildgos az is, hogy o € L esetén van olyan j6 y stigds, melyre |y| < n®
Ha viszont z € L, akkor (z,y) & L1 = Ly tetsz8leges y € I*-ra. Ekkor ugyani
az (x,y) part M vagy azért utasitja el, mert y nem kédja N legdlis szdmitdsanak
vagy pedig azért, mert y elutasitd szdmitasi dt kédja; elfogadéé nem lehet, hiszer
elfogado it nem létezik.

(b) = (a) : Egy x € L inputhoz a feltétel szerint van rgvid tand (sigds): hi
|z| = n, akkor van olyan legfeljebb n¢ hosszisdgd y, hogy (z,y) € L1. Az ilyel
rovid j6 stgdsok szdma legfeljebb < 2. MegmutathatS, hogy ennyi lehetSséy
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nemdeterminisztikusan n¢ 1épésben végignézhets. Ezt itt,nem részletezziik (de g
kovetkezd feladatban korvonalazzuk). O

Feladat: Tegyiik fel, hogy az M egy n® idSkorlatos TG, mely a tételbeli Ly nyel-
vet ismeri fel. Ebbol készitlink egy N NTG-t a kovetkez8k szerint. Az N dllapotaj
egyezzenek meg az M allapotaival, elfogadé (elutasitd) dllapotai az M elfogads
(elutasitd) dllapotaival. Az N-nek legfeljebb két lehetséges Iépése lesz a g dllapot-
ban €s az a szalagjel olvasasakor. Ezek legyenek azok a 1épések, melyeket M tesz
abban a két esetben, amikor

M dllapota g, az inputfej alatti jel a, a sigdsfej alatti jel 0,

M dllapota g, az inputfej alatti jel a, a sigasfej alatti jel 1.

Természetesen [N -nek csak egy szalagja van, igy az M 18péseibdl csak az dllapot-
valtoztatist és az input szalaggal kapcsolatos teend8ket az dllapotvaltoztatast és az
innput szalaggal kapcsolatos teendbket kell megtenni. Bizonyitandé, hogy N éppen
L-et ismeri fel, és n¢ id6korlatos.

Megjegyzések: 1. A (b) dllitdsban az |y| < |z|¢ feltétel helyettesithetd az
ly| = |z|¢ feltétellel. Ugyanis egyrészt feltehetjiik, hogy c egész; ha kell, helyette-
sfthetjiik [c]-vel. Mdsrészt egy y tanut kiegészithetiink a végére ragasztott tetszs-
leges bitekkel, hogy a hossza éppen |z|° legyen.

2. A tani-tételbd] kovetkezik, hogy NP C PSPACE. Legyen ugyanis L € NP, z
egy input sz6, |z| = n. A legfeljebb n hosszi y € I'* szavakat mint tandjeldlte-
ket sorban generdljuk, és minden (z, y) széparra lefuttatjuk M-et, egészen addig,
amig vagy elfogad6 szamitast kapunk (ekkor x € L), vagy elfogynak a lehetséges
jeloltek (ekkor « & L). Ez minden egyes y széra O(n¢) idot jelent. Ha egy y sz6-
val végeztiink, akkor a kapott részeredményeket eldobhatjuk, és kezdhetjiik az M
szdmitdsat elolrdl a kovetkezd tandjelolttel. A sziikséges adminisztracié megold-
hat6 egy n° bites szamldlé segitségével. Az n¢ hosszu tandjeldlteket tekinthetjiik
ugy, mint n° bites (bindrisan dbrizolt) szimokat. A tandjeltltek szisztematikus
végignézése azt jelenti, hogy nulldtél 2™ — 1-ig végiglépkediink az egészeken,
mindig az eggyel nagyobbat véve. Abban a kellemes — és igen egyszerii — helyzet-
ben vagyunk, hogy ehhez a [épkedéshez nem kell sok memdria. A kivetkezd szdm
(tantjelolt) konnyen és gyorsan megkaphaté pusztan az el6z8 ismeretében.

Az eddig megismert bonyolultsdgi osztalyok tartalmazdsi viszonyait szemlél-
teti a kovetkezd vazlat.
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EXPTIME

PSPACE

Nem tudjuk, hogy a P osztdly valédi része-e a PSPACE osztdlynak. A sejtés a
kordbbiakkal dsszhangban az, hogy igen. Az eddig vett nyitott kérdések koziil ez
a leggyengébb, amint azt az aldbbi egyszerli kovetkeztetési lanc mutatja:

NP # coNP = P # NP => PSPACE # P

Egy ,,kép" az NP-beli nyelvekrdl:

A tand-tétel determinisztikus jellemzése az egyik leghasznosabb eszkéz nyelvek
NP-be tartozdsdnak beldtdsdra. Gondolva a polinom idejli szamitdsok robusztussé-
gdra is, az L1 nyelvrSl (dontési problémardl) elég latni, hogy kezelhetS polinom
idejd ,,programmal”. Nem kell a nehézkes TG-modellel dolgozni.

Az NP nyelvosztdly determinisztikus lefrdsanak elemeit segithet megjegyezni
az alabbi tdblazatban vazolt helyzet.

Biré: M polinom ideji algoritmus (pl. TG, RAM program)
Védlott: z € I*

Tanu: y eI |yl <l

Vad: Az allitds, miszerintz € L.

Az M algoritmus (a kissé tiirelmetlen bird, akinek idSkorlatja van) nem tesz
mast, mint ellendrzi, hogy az y tanti(vallomas) tényleg bizonyitja-e a vadat, ami az
x € L dllitds. A tétel Ly nyelve azon (vddlort, tanii) parokbél 4ll, amelyeknél a biro
szerint a tanii bizonyitja a vddlonrél a vadat. Nem kell foglalkoznia a bizonyiték
el6taldldsdval. Ez — a mai tuddsunk szerint — sok érdekes esetben nem is tehetd
meg polinom id8ben. Csak az eléje tért bizonyiték helyességével kell torédnie. Ezt
a szemléletet fogjuk hasznalni a kivetkez8 példakndl.
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8.4. Néhany NP-beli nyelv

8.4.1. 3 szinnel szinezheto grafok

Rogzitsiik grafok egy nem til pazarlé kédoldsdt bitsorozatokkal. Példdul egy
n szdgpontd (irdnyitott, vagy irdnyitatlan) graf adjacencia-matrixat tdrolhatjuk
egy n? hosszisdgd bitsorozatként. Egy ilyen kddolds eredményeként a gréfokat
{0,1}*-beli szavak reprezentdljdk, grafok halmazainak pedig nyelvek felelnek
meg. EmlékeztetSil: a G = (V, E) grif k szinnel szinezhetd, ha a csiicsaihoz ;
egészeket (szineket) rendelhetiink gy, hogy 1 < i < k, és ha (v, w) € E, akkor v
és w kiilonbdzd szinfiek. Legyen 3-SZIN a 3 szinnel szinezhetd grafok kédjaibol
all6 nyelv.

Allitas: 3-SZ/N € NP.

Bizonyitds: Elegend6 megmutatni, hogy a hdrom szinnel val6 szinezhet&ségnek
van rovid és hatékonyan ellendrizhet$ tandja. Egy n szogponti 3 szinnel szinez-
het§ G graf j6 szinezése alkalmas tant lesz. Egy ilyen szinezés lefrhat6 2n bittel
(példaul legyen O1=piros, 10=sdrga, 11=z0old). A biré ellendrzi, hogy az adott
szinezés j6-e. Ez a feladat polinom id6ben megoldhat.

A tani-tétel alkalmazdsakor a G grif felel meg az x inputnak, a szinezés az
y tand. Az Ly nyelv (G, szinezés) alakd parokbdl all, ahol a szinezés egy helyes
3-szinezése G-nek. A birét jelent§ M algoritmusnak csak annyit kell tudnia, hogy
ellendrzi a két komponens harménidjéit: hogy a javasolt szinezés tényleg jo-e.

Figyeljiik meg, hogy tényleg teljesiilnek a tanui-tétel (b) részének a kivetelmé-
nyei. Ha G € 3-SZIN, akkor van (G, szinezés) alakd par Ly-ben. Ha G ¢ 3-SZIN,
akkor pedig nem létezhet ilyen pdr.

Feladat: Adjunk O(n?logn) logaritmikus koltségi RAM programot, mely meg-
oldja a biré feladatdt: adott n szogpontd G grdfra és a csticsok egy adott szinezé-
sére eldonti, hogy utébbi 3 szinezése-e G-nek.

8.4.2. Hamilton-korrel rendelkezé grafok

A G irdnyitatlan graf egy kére Hamilton-kér, ha abban G minden cstcsa pontosan
egyszer szerepel. Legyen H a Hamilton-kort tartalmazé grafokbd! 116 nyelv.

Allitas: H € NP.

Bizonyitas: A G € H allitdsnak rovid tandja egy Hamilton-kér. A Hamilton-kor
lefthaté a csticsoknak a kor mentén val bejarasi sorrendjével, ami O(nlogn)
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bitet jelent, ha G-nek n csicsa van. A biré nyelve (L; a tani-tételben)
(G;[v1,v2, ..., v,]) alaki parokbdl 4ll, ahol a [v1, vg, ..., v,] Hamilton-kére a G
grafnak. A biré dolga egyszerti: ellendrzi, hogy tényleg a G kore-e a tand, és hogy
G minden csticsa pontosan egyszer szerepel-e a listdn. Ezek a feladatok polinom
idében megoldhaték. O

Feladat: Adjunk minél hatékonyabb RAM programot a biré feladatdnak megol-
dasdra.

A G irdnyitott graf egy irdnyitott kore Hamilton-kor, ha abban G minden csi-
csa pontosan egyszer szerepel. Legyen 1H az irdnyitott Hamilton-kort tartalmazé
irdnyitott grafok nyelve. Az el6z6ekhez hasonléan liathatd, hogy IH € NP.

8.4.3. Sikba rajzolhaté grafok

Egy graf sikba rajzolhatd, ha a pontjainak kolesondsen egyértelmiien megfelel-
tethetSk sikbeli pontok, az éleknek pedig a megfeleld cstcsokat 6sszekotd egye-
nesszakaszok gy, hogy a kiilonbozd szakaszok legfeljebb csak a végpontjaikban
taldlkozhatnak. Legyen Sik a sfkba rajzolhaté grafok nyelve. Mint [dtni fogjuk,
ennek a nyelvnek a komplementere is NP-beli. Az ilyen nyelvek esetén annak a
ténynek is van rovid és hatékonyan ellendrizhetd tandja, hogy egy input sz6 nem
tartozik a nyelvbe.

Definici6 (j6l karakterizalt nyelv): Az L C I* nyelv jol karakterizdlt, ha L &
NP 1 coNP.

Allitas: A Sik nyelv jol karakterizdlt.

Bizonyitas: Egy grif sikba rajzolhatésdganak a tandja egy sikba rajzolds. (Meg-
mutathatd, hogy ha G € Sik, akkor van a G-nek olyan sikba rajzoldsa is, ahol a
pontok koordinétdi [V (G)|-nél nem nagyobb természetes szdmok). A sikba raj-
zolas helyességét konnyd ellendrizni. Lényegében végpontjaikkal adott szakaszok
metszéseit kell szamolni. Ezzel beldttuk, hogy Sik € NP.

A Sik € coNP dllitas igazoldsdhoz azt kell megmutatni, hogy a G & Sik tény-
nek is van hatékonyan ellendrizhetd tantja. Ez pedig kovetkezik K. Kuratowski
nevezetes tételébdl : a G graf nem sikba rajzolhaté < G topologikusan tartalmaz

teljes Gtszoget vagy 3 hdz — 3 kit grafot.

teljes Otszog 3 hdz — 3 kit
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A G ¢ Sik ténynek egy G-beli topologikus teljes 5-6s vagy 3 hdz — 3 kit
graf lehet a tandja. A tanu tehdt a tiltott részgrafot kijelold 5 vagy 6 pontbdl 4ll és
az ezek koziil a megfelelGeket sszekots, kozos belsé pontot nem tartalmazé G-
beli utakbdl. A birénak csupdn a megfelel6 pontparok kozotti utak meglétét kell
ellendriznie, és még azt, hogy az utak diszjunktak. Ezek egyszerfien €s gyorsan
verifikdlhaték. O

Megjegyzések: 1. Valéjaban a Kuratowski-tételbsl az erSsebb Sik € P dllitas is
kévetkezik. A sikgriafok tehdt polinom id&ben felismerheték. Ezen feliil a sikba
rajzoldsra is van hatékony algoritmus. Ezeket az dllitisokat nem részletezziik.

2. Szigorian véve a Sik nyelv komplementere nem pontosan a sikba nem rajzolhaté
grafokbol all. A komplementer nyelvbe tartoznak még azok a szavak is, melyek
nem kddjai grafoknak. Ezekrdl azonban feltehetjiik, hogy kénnyen felismerhetdk.
Arrél van csupdn sz, hogy értelmes kédoldst vdlasztottunk, aminél nem okoz gon-
dot a hibds kddok felismerése. Ezt figyelembe véve a Stk € coNP dllitds érdemi
része tényleg az, hogy a sikba nem rajzolhatésignak van hatékony tandja.

Itt elgondolkodhatunk egy kicsit azon, hogy a 3-SZIN és a H nyelvek ho-
gyan viszonyulnak a coNP osztdlyhoz. Van-e annak rovid és hatékonyan ellend-
rizhetd tamija, hogy egy graf nem szinezhet§ 3 szinnel, illetve, hogy nem tartal-
maz Hamilton-kort? Hyen tantik nem ismeretesek, és a szakértSk tigy sejtik, hogy
nem is léteznek. Ha igazuk van, akkor ezek a nyelvek mutatjdk az NP ¢€s a coNP
osztdlyok kiilénbdzdségét.

Itt ismét visszautalunk Merlin szerencséjére az els6 fejezetbdl: a hdzasitdsi
feladat megoldhatatlansdgdnak volt rovid, a kirdly dltal is gyorsan atlathaté bi-
zonyitéka (egy kirdly legfeljebb polinom id&t hajlandé ilyesmire pazarolni). Egy
Konig-akadaly a megoldhatatlansag gyors bizonyitéka. A varazsl6 nem lenne ilyen
konnyti helyzetben, ha arrdl kellene Arthurt meggyGznie, hogy egy nagy grafban
nincs Hamilton-kor. Az NP-beli feladatok éppen azok, ahol az igenld vdlasz esetén
a vardzslo elkeriilheti a tiirelmetien kirdly haragjat.

A gréfalgoritmusokrdl sz6lé fejezetben taldlkoztunk néhdny minimax tétellel
(Ford—Fulkerson, Menger, Konig). Az ilyen eredmények gyakran hordozzdk azt az
algoritmikus jelentést, hogy a megfelels nyelv jol karakterizdlt. Példaként nézziik
a Ford-Fulkerson-tételt; a mdsik ketté meggondoldsat az olvaséra hagyjuk.

Feladat: Alljon a Folyam nyelv azon (H, k) alaki parokbdl, amelyekre H =
(G, s,t,c) egy egész kapacitdsokkal rendelkezé halézat, k € Z™, és H-ban van
olyan f folyam, aminek az értéke legalibb k. Mutassuk meg, hogy Folyam €
NP N coNP. (Legyen x € I*. Az x € Folyam tény tandja egy H-beli f folyam,
melyre | f| > k; z & Folyam tanija pedig egy #H-beli vdgds, aminek a kapacitdsa
kisebb, mint k.)
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Megjegyezziik, hogy a feladatban foglaltnil erdsebb Folyam & P dllitds is
igaz; Dinic médszerével polinom id6ben taldlhatunk egy H-beli f* maximadlis fo-
lyamot. Nyilvdnvaléan (#, k) € Folyam egyenértéki azzal, hogy |f*| > k.

8.4.4. A primszamok nyelve

A p > 1egész szam primszdm, ha a pozitiv egészek koziil csak az 1 és p szamokkal
oszthaté maradék nélkiil. A p > 1 egész szdm dsszetett szdm, ha nem primszam.

Jeldlje IT a (bindrisan dbrdzolt) primszamok nyelvét. Itt a komplementer tulaj-
donsdgnak, az Osszetettségnek van egyszerd tamija. Ha m Gsszetett szdm, akkor
ezt egy k valddi osztéja (1 < k < m) tandsitja. A k ismeretében m Osszetettsége
az m : k osztds elvégzésével igazolhaté. Tegyiik fel, hogy m egy n-bites szam
(az input hossza n). Az elemi iskoldbdl ismert 0szté algoritmussal az m : k osztas
O(nz) bit-mivelettel elvégezhetd. Van tehdt polinom idejii biré. Ezzel belattuk,
hogy IT € coNP. Lényegesen bonyolultabb a kovetkez§ dllitds.

Tétel (V. R. Pratt, 1975): II € NP (rehdt 11 jol karakterizdlt).

Pratt tételének bizonyftiasdhoz sziikségiink lesz egy szdmelméleti lemmaéra.
EmiékeztetSiil: a = b (mod m) jeloli azt a tényt, hogy b — a oszthaté m-mel
(a,b, m egész szamok).

l

Lemma: Legyen p > 2 egy egész szam. A p pontosan akkor primszdm, ha van
olvan 1 < g < p egész, melyre teljesiilnek az aldbbiak:

1. g1 =1 (mod p),

2. g v #1 (mod p) minden r primszdmra, melyre r|p — 1.

A lemma bizonyitdsdt mellSzziik. A szdimelmélet elemeiben jdrtas olvasé szd-
mdra megjegyezziik, hogy g a modulo p maradékosztalyok multiplikativ csoport-
Jjanak egy generdtoreleme (tn. primitiv gyok).

Sziikségiink lesz még a gyors hatvdnyozds algoritmusdra. Ez egy 6srégi Otle-
ten! alapul, és fontos épitskove a szamitdgépes aritmetikdnak. Gyors hatvanyo-
zéssal egy a™ alaku hatvdny (m egy pozitiv egész) legfeljebb 2logy m szorzds-
sal kiszdmithaté. Irjuk fel ugyanis az m kitevdt kettes szamrendszerben m =

'Az i.e. 1650 tajdn frédott egyiptomi Rhind-papirusz szorzds helyett sszeaddssal, vagyis a hat-
vényozds helyett a szorzds elvégzésére ismerteti a modszert.
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eo + €12t + €222 + - + 2%, k < logym és e; € {0,1}. Szamitsuk ki ismé-
telt négyzetre emelésekkel sorra az a® hatvanyokat j = 1,2, ..., k. Ez k szorzdst
jelent. Végiil szorozzuk 8ssze az a®’ hatvanyokat azokra a j értékekre, melyekre
e; = 1. Ez legfeljebb k tovdbbi szorzdst igényel. Ugy fogalmazhatunk, hogy a
szorzdsok szdma polinomidlis (s6t linedris) az m kitevs méretében. Ha a egész
szam, akkor az o™ végeredmény mérete exponencialis is lehet a méretéhez ké-
pest. Nem ilyen rossz a helyzet, ha a gyors hatvanyozast a™ (mod m, ) alaki mara-
dékosztalyok kiszdmitdsdra haszndljuk. Ezt a feladatot moduldris hatvdnyozdsnak
nevezik. Ekkor minden egyes szorzds utdn redukdlhatjuk a szorzatot modulo m;.
Ha itt a és my legfeljebb n-bites szamok, akkor a szdmitds sordn fellépd egészek
hossza legfeljebb 2n bit lesz. A gyors hatvdnyozds tehat polinom idejd algorit-
must ad a moduldris hatvdnyozas feladatdra (bindrisan dbrdzolt a, m, mq bemenet
esetén).

Pratt tételének bizonyitasa: Olyan tanit kell javasolnunk, amelynek birtokdban
hatékonyan igazolhatd, hogy az inputként adott p primszdm. Prébéljunk a lemma
altal sugallt vton jdrni: adott g szdm, valamint a p — 1 egész ry, ..., rg primosztéi
ismeretében gyors hatvdnyozdssal ellenérizheték a lemma kongruencia-feltételei.
Els6 kozelitésben a g és az rq, ..., szdmokat tekintjiik tandnak. Tandsitanunk
kell még, hogy r1,...,7 éppen a p — 1 primosztéi. Ennek a konnyebbik része
ellendrizni, hogy p — 1 elddll-e az r; szdmok hatvdnyainak szorzataként. Tantsi-
tani kell ezen kiviil, hogy az r; szdmok is primek. Ezekhez ugyanolyan szerkezet(l
tantit hasznalunk, mint a p-hez. Példdul az rq-hez sziikségiink lesz egy alkalmas
g1 szamra, valamint az r; — 1 primosztdira és azok tandira is. Ez tehdt egy rekur-
zive megadott szerkezet( tand lesz. Megmutathatd, hogy ha a p input egy n bites
szam, akkor az igy felépitett tand dsszmérete O(n?), és a biré algoritmusa n-ben
polinomidlis idejd. O

Megjegyzés: Nyitott kérdés, hogy II € P teljesiil-e, azaz van-e polinom ideji
médszer a primtulajdonsdg (Ssszetettség) eldontésére. Ha a vdlasz nemleges, akkor
P # NP coNP. A legjobb ismert primfelismerd médszer (L. M. Adleman, C.
Pomerance, R. S. Rumely, 1983) futdsi ideje n bites input esetén n¢'08108™.

8.4.5. A felismerés és a keresés kapcsolata (primtényezds felbontas)

A nyelvfelismerési problémdk olyan feladatoknak felelnek meg, amelyeknél a va-
lasz egyetlen bittel (igen-nem) kifejezhetd. Gyakrabban taldlkozunk olyan prob-
lémakkal, amikor a vart eredmény Ssszetett, példaul amikor egy mennyiség opti-
mumdt kell meghatdrozni, vagy egy halmaz adott tulajdonsdgi elemeit kell megke-
resni. Ezeket az dltaldnosabb feladatokat szokdsos (bar nem tiil pontos) széhasznd-
lattal keresési feladatoknak nevezik. A keresési feladatokat felfoghatjuk valamely
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f o I* — I” fuggvény kiszdmitdsdnak problémgjaként. Gyakran el6fordul, hogy
f szdmitdsa hatékonyan visszavezethet§ egy felismerési problémiéra (egy nyelv
felismerésére). Erre a jelenségre szeretnénk egy példat mutatni a kdvetkez8kben.

Alljon az F nyelv azokbdl az (a,c) pozitiv egész parokbdl, melyekre igaz,
hogy a-nak van c-nél nem nagyobb valddi osztdja:

F= i

1 < c < aegészek és vanolyan 1 < b < ¢ egész,
melyre b osztdja a-nak :

Allitas: F € NP N coNP.

Bizonyitds: Az (a,c) € F ténynek egy j6 b érték lesz a tamija. A biré ellenérzi,
hogy b osztja-e a-t, s az 1 < b < c egyenlGtlenségeket. Az (a,c) € F ténynek
alkalmas tantjat adjdk az a primtényez8s felbontdsdban szerepld py, . .. pp primek,
valamint a p; szdmok primtulajdonsdganak tamii (Pratt tétele). A bird ellenérzi,
hogy a p; szdmok primek-e, a el8all-e ezek hatvinyainak szorzataként, és végiil,
hogy teljesiilnek-e a ¢ < p; egyenldtlenségek. O

A kapcsolodé keresési feladat a primtényezds felbontds problémdja: egy bi-
ndrisan adott a egésznek keressiik a primosztéit. Ez egyike a legtdbbet vizsgalt
algoritmikus kérdéseknek. Hatékony algoritmus kidolgozdsdval mar Legendre és
Gauss is foglalkoztak — a cél feldl tekintve nem sok sikerrel. Ezekbdl a kutatdsok-
b6l sok fontos €s szép szimelméleti eredmény sziiletett, de polinom ideji médszert
maig sem sikeriilt taldlni. Az eddigi leggyorsabb algoritmus D. Shanks torpe [é-
pés - orids [épés modszere; ennek id6igénye n bites inputon c2n/4 A kovetkezd
allitds szerint szoros Osszefiiggés van az I’ és a primtényez6s felbontds algorit-
mikus nehézsége (bonyolultsdga) kdzott. Ha F hatékonyan felismerhetd, akkor a
primtényezss felbontds problémdja is hatékonyan megoldhatd.

Tétel: Ha F € P igaz lenne, akkor {primtényezds felbontds} € FP is igaz lenne.

Bizonyitas: Meg fogjuk mutatni, hogy ha van gyors (polinom ideji) E eljard-
sunk F felismerésére, akkor ennek segitségével polinom id6ben megtaldlhatjuk az
a input egész primtényezdit. El6szor az E eljdrds egy hivdsdval teszteljiik, hogy
(a,a — 1) € F teljesiil-e. Ha nem, akkor megdllhatunk, mert a prim, hiszen nincs
1-t81 és a-tdl kiilonbozs pozitiv osztdja. Ellenkezd esetben bindris kereséssel meg-
hatdrozzuk a legkisebb olyan ¢ értéket, melyre (a,c¢) € F. Ez az E legfeljebb
log, a szamu hivdsdval megoldhaté. Elszor az (a, [a/2]) pért teszteljiik, ha ez
F-beli, akkor megyiink tovabb lefelé, sth. A kapott ¢ egész nyilvanvaldan az a leg-
kisebb primosztéja; kiilonben ¢ nem volna minimdlis. Ezutan az a < ¢ értékkel
ismételjiik a fenti eljdrdst.
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Az a egy primosztéjat igy O((logy a)?) idében levalasztjuk, ahol d > 0
egy 4allandd, hiszen a feltétel szerint egy E-hivas idSigénye polinomidlis az input
hosszdu jelentS log a-ban. Végeredményben az a Gsszes primosztéjat megkapjuk
O((log a)®+1) koltséggel, mert a primoszték szdma legfeljebb log, a. O

Megjegyzés: Valdjaban nem ismert polinom ideji médszer az F' nyelv felismeré-
sére. A szakértSk kozil sokan vgy vélik, hogy F ¢ P. Ebbdl kovetkezne, hogy
P # NP N coNP. Ennek a negativ ténynek, marmint hogy egy feladatra nincs
hatékony mdédszer, fontos alkalmazésai vannak a biztonsdgos (titkos) kommunika-
ci6 teriiletén. Vannak olyan kommunikdcids protokollok, amelyeknél az iizenetek
megfejtésének feladata dsszehasonlithaté az F felismerésének feladatival. Ha a
rendszer titkos kulcsait nem ismerd kiviildllé meg tudnd fejteni az lizeneteket, ak-

kor F-et is kezelni tudnd. A kovetkezd dbra az F nyelv (vélt) helyét mutatja a
bonyolultsagi osztalyok térképén.

F

9

8.5. Karp-redukcio, NP-teljesség

Az F nyelv és a primfelbontds kapcsolatdnak taglalasakor tulajdonképpen &ssze-
hasonlitottuk a két feladatot. Az eredmény ugy is fogalmazhat, hogy a primfel-
bontas problémaja - polinom idejli extra munka erejéig - nem nehezebb, mint az
F nyelv felismerése. Azt is mondhatjuk, hogy a primfelbontds feladatdt visszave-
zettiik F' felismerésének a feladatdra. A kapott felbontd algoritmus futdsa sordn
tobbszor hivtuk az E eljarast. Most egy ennél szigordibb visszavezetésfogalmat
adunk meg.

Definicié: Az f : I* — I* leképezés az L; C I* nyelv Karp-redukcidja az
Ly C I* nyelvre, ha

1. Tetszbleges x € I* széra x € Ly pontosan akkor teljesiil, ha f(x) € Ly;

2. f € FP, azaz f polinom id6ben szdamithato.
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A tovébbiakban L, < Lo jeloli azt a tényt, hogy L;-nek van Karp-redukcidja
Ly-re. A definicié els kovetelménye azt fejezi ki, hogy f hliségesen transzfor-
milja a nyelvbe tartozast. Ha z € I* benne van L;-ben, akkor f(z) benne lesz
Ly-ben; &s forditva: ha z nincs Lq-ben, akkor f(z) sincs Lo-ben. A mdsodik ko-
vetelmény szerint az f transzformécié gyorsan szimithat6. Van olyan csak az f-t6l
fiiggd ¢ > 0 dllandd, hogy az f(z) sz6 |z| Iépésben megkaphat6 x-bsl. Ennek fo-
lyomdnya példdul, hogy f(z) nem lehet til hosszi: | f(z)] < |z]°.

Egy Karp-redukcidval az L felismerésének a problémdjat visszavezetjiik az
Ly felismerésének a problémdjdra. A Karp-redukcio jelentds segitséget ad, hogy
eligazodhassunk az NP-beli nyelvek dzsungelében. Elsésorban annak a megilla-
pitdsdra hasznalhatd, hogy egy nyelv (dontési feladat) nehéz. A jellemz§ alkalma-
zasi helyzetben egy eddig ismeretlen L’ nyelvet hasonlitunk 6ssze egy mar ismert
(mondhatni: hirhedt) L nyelvvel. Egy L < L’ Karp-redukcié arra enged kovet-
keztetni, hogy L' nehéz nyelv, feltéve, hogy ez igaz L-re. Ezt alapozza meg a
kovetkezd allitds. Ldtni fogjuk, hogy L1 < L esetén Ly hatékonyan felismerhetd,
ha van hatékony maodszeriink Lo felismerésére. Az utdbbi eljarast egy inputra csak
egyszer kell hivni. Egy Ly < Lo redukcié létezésébdl arra kovetkeztethetiink,
hogy L felismerése — polinom idejii extra munka erejéig — legaldbb olyan nehéz,
mint Lq-é.

Els§ péidaként ismertetiink egy Karp-redukcidt az iranyftott Hamilton-kort tar-
talmazé grafok nyelvér6l az irdnyitatlan esetre. Egy olyan otlet lesz segitségiinkre,
mellyel az irdnyitott élek kédolhatdk irdnyitatlan élekkel.

Allitas: IH < H.

Bizonyitas: Legyen G = (V, E) egy irdnyitott graf. Ebbdl egy G' = (V' E')
irdnyftatlan grdfot készitiink dgy, hogy G ismeretében G’ gyorsan megépithetd
legyen: tovdbbd G-ben pontosan akkor legyen irdnyitott Hamilton-kdr, ha G'-ben
van irdnyitatlan Hamilton-kor.

Evégbdl vegyiink G minden v € V csiticsdhoz egy 2 hosszisdgd irdnyitatlan
utat: vpe — Vs — Ui Az u — v € E élnek feleltessiik meg az ug; — vpe €let.
Formalisan:

Vv = {vbe,v*,vki ‘ v V},
E {(vbe, ve), (s, vps) | © € VFU {{tpis vee) | u = v € E}

Ha G-nek n csticsa és e éle van, akkor G'-nek 3n csdcsa és 2n+e éle lesz. Vildgos,
hogy G ismeretében G’ polinom idGben, azaz (n + e)¢ 1épésben megkaphaté. A
Karp-redukcié masodik (hatékonysdgi) kévetelménye tehit teljesil.
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Nézziik most az elsd feltételt. G minden F irdnyitott Hamilton-korének termé-
szetesen megfeleltethetd G’ egy F' Hamilton-kore. Az F egy u — v élének az F'-
ben az u. — ug; — Vpe — V4 Ut felel meg. Ha tehdt G € TH, akkor G’ € H. A forditott
irdnyd kovetelményhez tegyiik fel, hogy G'-ben van egy F' C E’ Hamilton-kor.
Jérjuk be ezt a kort egy csillagos pontjdbdl kezdve tigy, hogy a ki index{i szomszéd
felé Iépjiink el6szor. Ekkor a koron a bejdrds szerint szomszédos két csillagos pont
kozotti dtdarab csak wu, — ug; — vpe — vy alaku lehet. EbbSI pedig azonnal addédik,
hogy az

F= {’LL — v l {uki,vbe} S F’}

élhalmaz irdnyitott Hamilton-kore G-nek. A G — G’ megfeleltetés tényleg Karp-
redukcié. O

A G — G’ leképezést szemlélve elmondhatjuk, hogy IH felismerése nem ne-
hezebb, mint a H nyelvé. Az IH egy G bemenetébdl a leképezéssel olcson kap-
hatjuk a H feladat G’ bemenetét. Ha a (G' € H?) kérdést meg tudjuk vélaszolni,
akkor megkaptuk a vdlaszt a (G € IH?) kérdésre is. Most pedig nézziik mindezt
ltalanosabban.

Allitas:

l.Ha Ly < Ly és Loy € P, akkor L1 € P.

2. Ha Ly < Lo és Ly € NP akkor Ly € NP.

3. Ha Ly < Ly, akkor L) < Lo, ahol Ly = I* \ L;.

4. Ha Ly < Lg és Ly € coNP, akkor L1 € coNP.

5. Ha Ly < Lq és Ly € NP N coNP, akkor Ly € NP M coNP.

Bizonyitas: Legyen f : [* — [* az Ly Karp-redukcidja L-re. A definicid szerint
f € FP, mondjuk f € FTIME(n*). Jeloljon az z € I* egy input szét, melyre
szeretnénk elddnteni, hogy = € L teljesiil-e, és legyen n az x hossza. Vegylk
ezutdn sorra az allitisokat,

1. A célunk itt az, hogy polinom idejli algoritmust adjunk az L; felismerésére.
Az f fiiggvény mellett még haszndlhatjuk az Ly € P feltételt, mondjuk legyen
Ly € TIME(n!). Elészor kiszdmitjuk az f(z) sz6t, ennek idSigénye legfeljebb
cin®, amibdl | f(z)] < eyn® is kovetkezik. A misodik 1épésben Ly felismerd al-
goritmusdval eldontjiik, hogy f(z) € Lj igaz-e. Ennek az idGigénye legfeljebb
ca(ern®)l. A Karp-redukcei6 1. tulajdonsdga szerint az (z € L;?) kérdésre adandd
vilasz megegyezik az (f(z) € Ly?) kérdésre adott vélasszal, tehdt az z inputot
pontosan akkor fogadjuk el, ha a mdsodik 1épésben f(z)-et elfogadtuk. A szdmi-
tas osszideje O(n*"). Ezzel igazoltuk, hogy L; € P.

2. Az f(z) € Ly tény egy y tandja megfeleld lesz az z € L1 tandjdnak is, és az
L4-hoz tartozé bird egy kis médositdssal j6 lesz az Ly bir6jdnak is. Ha ugyanis
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lyl < [f(x)]¢, akkor |y| < cf|a|*, tehdt y az z-hez képest polinomidlis méretd.
Az L, biréja az (z,y) bemenet esetén elészor kiszamitja f(z)-et, majd dtadja az
(f(z),y) pirt az Lo birdjinak. Az L, biréja pontosan akkor fogadja el az (z,y)
part, ha az Lo birdja elfogadja az (f(z),y) part. Ez a Karp-redukcit definicidja
szerint éppen azt jelenti, hogy = € Ly. Az is vildgos, hogy L; biréjanak az idGigé-
nye becsiilhetd n egy polinomjdval.

3. Az Ly < Ly redukciét megval6sité f jo, hiszen a definicié 1. kdvetelménye
igy is fogalmazhaté: tetszbleges x € I* széra ¢ ¢ Ly pontosan akkor teljesiil, ha
f(z) & Lo.

4, Kozvetleniil adodik az el6z6 két dllitasbol.

5. A 2. és a4. allitdsok kovetkezménye. [

P

A megel6z6 allitdsok szerint ha Ly benne van valamelyik nevezetes P-t tartal-
maz6 nyelvosztilyban, akkor Lj is. Ez érvényes a PSPACE és EXPTIME oszté-
lyokra is; az elsé dllitds gondolatmenete miikodik ezekben az esetekben 1s.

Feladat: Igazoljuk, hogy a < reldcié tranzitiv: ha Ly < Ly és Ly < Ls, akkor
Ly < L3 is teljesiil.

A Karp-redukcié fogalma lehetSséget ad arra, hogy konnyebb-nehezebb vi-
szonyt allapitsunk meg nyelvek kézott. Az NP osztily egyik érdekes tulajdonsaga,
hogy vannak benne ilyen értelemben legnehezebb nyelvek (feladatOk)- Ezek az
NP-teljes nvelvek.

Definicié: Az L C I* nyelv NP-teljes, ha
1. L € NP,
2. tetszbleges L' € NP nyelv esetén létezik L' < L Karp-redukcit.

Egy NP-teljes nyelv tehdt legaldbb olyan nehéz, mint barmely mds NP-beli
nyelv. Ha egy ilyen nyelvr6l kideriilne, hogy P-beli (coNP-beli), akkor ugyanez
igaz lenne minden NP-beli nyelvre. Az NP-beli nyelveknek és 2 megfeleld
(tanti)keresési feladatoknak a kapesolata miatt az NP-teljes nyelveket szokas még
univerzdlis keresd feladatoknak is nevezni. A P # NP sejtés szellemében gy gon-
doljuk, hogy az NP-teljes nyelvekre nem léteznek polinom idejd felismer6 méd-
szerek. Ez nem bizonyitott tény, de Sridsi mennyiségti kézvetett bizonyiték szl
mellette: a gyors algoritmusokat keresd kisérletek egyhangui kudarca- Ilyen érte-
lemben az NP-teljes feladatok nehézségét a tudomdny mai alldsa mellett rapasz-
talati ténvnek tekintjiik. Azt is hangsilyozzuk, hogy az NP-teljes feladatok nem
megoldhatatlanok. Kordbban lattuk, hogy

NP C PSPACE C EXPTIME,

tehat az NP-beli problémadk legnehezebbjei is legyirhetSk exponenciélis idejinél
nem rosszabb algoritmussal.
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8.6. A SAT nyelv és a Cook-Levin-tétel

Fiam, randcsolom tehdt,
probdld eldszdr a logikdt.

hogy ezutdn mdr ne ingatag

Jjdrja dtjdat a gondolat,

fel s le bolyongva botorul,

lidércként keresztiil-kasul.
JOHANN WOLFGANG GOETHE
(Mefiszté tanicsai a Didknak.)

A kovetkezdkben egy alapvet§ fontossdgi NP-teljes nyelvet ismertetiink. Sziiksé-
glink lesz ehhez a Boole-formula fogalmara. Egy Boole-formula a 0 (,,hamis"), 1
(,,igaz") logikai konstansokbél, 0-1 értékii valtozokbdl (mondjuk ezek x4, ..., z,)
és a viltozok Tv,..., T, negdltjaib6l a A (,€s"), illetve a V (,,vagy") miiveleti
jelekkel és zardjelekkel felépitett kifejezés. Szokas a valtozokat €s negdltjaikat ko-
z0s névvel illetve lirerdloknak nevezni. Egy Boole-formula vialtozdinak (logikai)
értékeket adhatunk. A valtozok ilyen kiértékelése utin a kézenfekvé mdédon be-
szélhetiink a formula értékérdl, ami O vagy 1 lesz. A ¢ Boole-formula kielégithetd,
ha van a vdltozdinak olyan kiértékelése, melynél ¢ értéke 1.

Példa: Az (z; V x2) A T3 formula kielégithetS (7 = 1, x2 = értéke tetszSleges,
z3 = 0). Az 1 A 77 formula pedig nem kielégithetd.

Jelslje SAT a kielégithets Boole-formuldk nyelvét (a jelolés a kielégithetdséy
sz6 angol megfelel§jébsl, a satisfiability sz6bdl szdrmazik). Ebben az esetben sem
tdl fontos, hogy miként kédoljuk a formuldkat bindris szavakkd. Egyik lehetséges
eljdrds, hogy a formula elemeinek (valtozok, dllanddk, miveleti jelek, zargjelek)
kodjait flizziik 6ssze a kézenfekvé mddon. A SAT nyelv benne van az NP osztély-
ban: egy formula kielégithetGségének tantja egy j6 kiértékelés. A bird kiszamolja
a formula értékét az adott kiértékelésnél. A kovetkezd eredmény szerint a SAT a
legnehezebbek egyike az NP osztdlyban.

Tétel (S. A. Cook, L. Levin, 1971): A SAT egy NP-teljes nyelv.

Bizonyitas: (Vazlat) A SAT € NP dllitdssal mar foglalkoztunk. A tétel érdemi
részéhez azt kell igazolni, hogy tetsz8leges L € NP nyelvre 1étezik egy L < SAT
Karp-redukcio.

Mit jelent egy ilyen redukci6? Az (x € L?) kérdés tetsz8leges x € I'* inputjd-
hoz meg kell adnunk egy ¢ Boole-formuldt, mely pontosan akkor kielégithets, ha
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z € L. Ennek az z + ¢ leképezésnek hatékonyan (azaz polinom id6ben) szdmit-
haténak kell lennie. Egyszertibben fogalmazva: az « inputra a ¢ formulat meg kell
tudnunk adni O(|z|*) 1épésben.

A tani-tétel szerint az L € NP feltétel azt jelenti, hogy van olyan L; € P nyelv
(a biré nyelve) és d > 0 konstans, hogy

x € L pontosan akkor teljesiil,
ha van olyan y € I*, melyre |y| < |z|%, és (z,y) € L.

Legyen M egyszalagos, polinomkorldtos TG, mely az L1 nyelvet ismeri fel. Az
egyszerliség kedvéért feltessziik még, hogy M szalagjelei 0,1 és u. Tegyiik fel,
hogy az (xz,y) Osszetett bemenet az M szalagjin z#y alakban van, ahol # egy
elvdlasztd bitsorozat. Jeldlje n az z input sz6 hosszdt, és tegyiik fel, hogy n!*¢ +
|#| hossziisagu inputokon M legfeljebb n® 1épést tesz. Ilyen ¢ kitevd 1étezik, mert
M polinomkorlatos. Esetleg az M egy kis mddositisa drin még azt is feltehetjiik,
hogy az M pontosan akkor fogadja el az inputot, ha megdllds utdn a szalag els6
bitje 1 (ha elfogadd dllapotba keriil, 1-et ir a szalag elejére). Az M miikddését az
x#ty inputon az aldbbi tartérkép mutatja. Az i-edik sor M szalagjit dbrdzolja az
i-edik 1épés megtétele utdni helyzetben.

'a N
0 z # 7 [a... ]
. J
i [ 1 I ne+1
: i, j]
n® [1]

A ¢ Boole-formuldval kapcsolatos kévetelményeket gy is fogalmazhatjuk,
hogy ¢ hatékonyan szdmithaté z-bdl, és pontosan akkor kielégithetd, ha van olyan
rovid y, melyre M az z#vy inputot elfogadja. A ¢ konstrukcigjhoz sziiksé-
giink lesz a gép pillanatnyi helyzeteit leiré 0-1 értéki véltozékra: (i =0,...,n%

j:1,...,nc153031,'-'a|Q,~1)

0zl il = 1 ha az i-edik 1épés utdn a j-edik cella tartalma O
2liJ] = 1 0 kilonben

ha az i-edik 1épés utdn a j-edik cella tartalma 1
kiilénben

12fi ) = { .
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izfi,j] = 1 ha az i-edik Iépés utdn a j-edik cella tartalma i
1= 1 0 kiilonben
flij] = 1 ha azi-edik [épés utdn a fej j-edik celldn all
©J T L 0 kiilsnben
lis] = 1 haazi-edik Iépés utdn M belsé dllapota g;
an sl = 0 kiilonben.

Az M miikddését szeretnénk lefrni ezekbdl a valtozékbdl épitett Boole-
formulakkal. Tobbféle tényt kell ilyen médon megfogalmaznunk:
1. Lekell itnunk olyan dllitdsokat, hogy a szalag egy mez&jén minden idGpontban
éppen egy szalagjel van; a fej minden idSpontban a szalag egyetlen celldjan van; a
gép minden id&pontban egyetlen dllapotban van. Példaként formalizaljuk az els
tipusba esd, a szalagjelekkel foglalkozé éllitasokat: minden 7,7 (0 < ¢ < nf,
1 < j < nf) pdrra

0z, j] Vv 1z(4, 5] Viiz]Z, 1)) A

A0z, j} V 1z[i, 7]) A (0z[i, 5] Viiz[s, §]) A (1z[s, 7] V tz[d, j]).

Osszesen (n¢ + 1)n¢ ilyen formuldnk lesz. Hasonl6an fogalmazhatjuk meg a fej
helyzetével €s a belso dllapottal kapcsolatos allitdsokat.

2. Le kell irnunk a gép dtmeneteit is (Iényegében a d fiiggvényt). Ezt is példdval
mutatjuk be. Tegyiik fel, hogy a g, bels dllapotra és az 1 szalagjelre 6(g;,1) =
(qr, 0, bal) (M a g, dllapotbdl 1-es szalagjel olvasdsa esetén a g¢;, allapotba megy
at, 0-t ir a fej alatti celldba, majd a fej balra 1ép). Ezt a valtozdinkkal igy fejezhetjiik
ki: tetszbleges 0 < ¢ < nf 1 <1 < nfesetén

((qli, ] A efi, 1) A £lis1]) — (gfi+ 1,k AOeli + 1,0 A fi + 1,0 - 1]).

Emlékeztetsiil: az u — v (ha u igaz, akkor v is igaz) kifejezés az uw V v Boole-
formula egy masik frismédja. Osszesen O(n%¢) ilyen formuldnk lesz, mert a 0
tabldzat mérete fiiggetlen n-tél.

Az el6bbi formuldk leirjdk, hogy mi és hogyan viéltozik. Azt is meg kell mon-
danunk, hogy mds viltozds nincs; a szalag azon celldi, amelyek felett nincs a fej,
megtartjak régi értékiiket.

f[4,1] — (0z[3,1] < Ox[i + 1,1])

Ugyanilyen formuldk kellenek még az 1 és az ii jelekkel is. Ezek egyiittes szama
szintén O(n?°).
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3. A gép kezd6 helyzetének (a go bels dllapotban van, a fej az elsd celldra mutat)
a lefrdsa igy néz ki:
q[0,0] A £10,1]

Legyen ¢,, az m-edik lépés utdni helyzetet leiré formuldk A-e (konjunkciéja).
A =g A ... A pne formula azt fejezi ki, hogy a tdrtérkép a 0. sor alatt gy van
kitoltve, ahogy azt M tenné.

Jelolje ¥(z) azt a formuldt, melyet gy kapunk +-bl, hogy A-el hozzakap-
csoljuk azt az allitast, mely szerint az input # el6tti része éppen az x széval egye-
zik meg (pl. Y(z) = ¥ A 0z[0, 1] A 12[0,2] A 02[0,3]... ,haz = 010...). Végiil
legyen

¢ = le[n® 1) A p(z).

Az fli, ], qlt, s],0a3, 5], 1, 7], tiz[s, 7] véltozok valamely kiértékelésénél a ¢
formula értéke pontosan akkor lesz igaz, ha van M -nek olyan legfeljebb n° 1épéses
elfogadé szdmitdsa, melynél az input elsé fele . A ¢ kiértékelésekor a tényleges
szabadsdgi fok az y sigdsnak megfelel§ 0z{0, j], 120, 5], dz[0, j] valtozdk érték-
addsaban van. A ¢ tehat pontosan akkor lesz kielégithetd formula, ha az inputnak
a # utdni része kitdlthetd gy, hogy ebbdl a helyzetbdl indulva M elfogadé dlla-
potban alljon meg a munkdja végén. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy x € L. A
vézolt médon a ¢ formula z és M ismeretében polinom idSben megadhatd, tehét
a kapott x — ¢ fiiggvény tényleg egy L < SAT Karp-redukcié. O

A bizonyftds szerint a gép miikddését le lehet frni egyetlen Boole-formuldval.
Eme figyelemre mélté tény a logika kifejez6 erejét mutatja. A logikdnak ez a na-
gyon erbs leird képessége fontos szerepet jdtszik a szdmitdstudomany mas terti-
letein is; emlithetjiik itt a logikai programozds nyelveinek hajlékonysagdt, vagy a
modern adatbdzisok lekérdezs feliileteinek (mint pl. az SQL) gazdag és emberi
1éptéki kifejezd erejét.

8.7. Tovabbi NP-teljes feladatok

Ebben a részben tovdbbi NP-teljes feladatokkal ismerkediink meg. Felvet6dik a
kérdés, hogy miért foglalkozunk ezekkel ilyen behatéan, ha ezekre — széles kor-
ben elfogadott sejtés szerint — nem adhat6 hatékony algoritmus. Azért szenteliink
ennyi figyelmet az NP-teljes feladatoknak, mert szinte mindeniitt ott vannak. Ta-
pasztalati tény, hogy a fontos, érdekes algoritmikus problémdk kozott igen gyakran
taldlunk ilyeneket (a szakirodalomban dokumentdlt NP-teljes feladatok szdma jo-
val ezer felett van). Az is gyakori jelenség, hogy egy kezelhet§ (mondjuk P-beli)
probléma paramétereinek latszatra drtatlan vdltoztatdsdval mar NP-teljes felada-
tot kapunk. Ha egy problémardl tudjuk, hogy NP-teljes, akkor azt is tudjuk, hogy
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nem érdemes sokat fiaradozni hatékony algoritmus keresésén. Néhany lehetséges
keriil&uttal a kovetkez§ fejezetben foglalkozunk. Az NP-teljességgel kapcsolatos
ismeretek tehdt segitenek eligazodni abban, hogy egy adott algoritmikus feladatra
milyen (mennyire gyors, milyen pontos) megoldds keresése lehet redlis célkitizés.
Az aldbbi egyszerd dllitas segitségével igazolhatjuk nyelvek NP-teljességét.

Allitas: Haaz L, nyely NP-teljes, Lo € NP és Ly < Lo, akkor Lo is NP-teljes.

Bizonyitds: Mivel L, € NP, elég megmutatni, hogy L' < Lo minden NP-beli
L' nyelv esetén. A feltételek szerint L' < Ly és Ly < Ly. Legyenek f és g a
redukciokat megval6sité FP-beli fiiggvények. Ekkor g o f (az a leképezés, mely
az x szohoz a g(f(z)) szot rendeli) egy L' < Lo Karp-redukcid. Teljesiil tehat a
definicié masodik kovetelménye is, igy Lo tényleg NP-teljes. O

A Cook-Levin-tétel utdn szinte minden NP-teljességet bizonyitd gondolatme-
net az el§z8 allitisbdl adddé utat haszndlja. Nem kell méar minden NP-beli nyelvet
az Lo-re redukdlni; elég ezt megtenni egyetlen NP-teljes L1 nyelvvel.

Ha az Ls nyelvrdl csak azt tudjuk, hogy van olyan NP-teljes Ly nyelv, melyre

L; < L, akkor Lo-t NP-nehéz nyelvnek nevezziik. Az el6z$ allitds szerint Lo
pontosan akkor NP-teljes, ha NP-beli és ugyanakkor NP-nehéz is.

8.7.1. Konjunktiv normalformaji formulik kielégithetosége és a
3-SAT

A ¢ Boole-formula konjunktiv normdlformdjii, ha ¢ = ¢1 A -+ A ¢y, alak, ahol
a ¢; formuldkban literdlok szerepelnek kizdrdlag V jelekkel dsszekapcsolva. A ¢;
formulikat ekkor a ¢ tagjainak nevezzik. Az itéletkalkulus azonossagai (disztri-
butivitds, De Morgan szabdlyok) segitségével konnyen lathaté, hogy minden for-
muldhoz van egy vele ekvivalens (minden kiértékelésre ugyanazt az értéket ado)
konjunktiv normdlformaji formula,

Feladat: Mutassuk meg, hogy egy Boole-formula konjunktiv normalformdju ekvi-
valensének kiszdmitdsdra nincs polinom idejii algoritmus. (Eléfordulhat, hogy az
eredmény mérete nem polinomidlis az input méretéhez képest.)

Ha a ¢; formuldkban legfeljebb k literal szerepel. akkor ¢-t k-konjunktiv nor-
mdlformdji formuldnak (szokdsos roviditéssel k-CNF-nek) nevezziik.

Példa: Az aldbbi formula egy 4-CNF:

(T1 Va2 Va3 Ve AegVEVTis) A (g V Zro V Tig).
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Jeldlje k-SAT a kielégithets k-CNF-ekbsl 4116 nyelvet. Egy k-CNF kielégit-
hetGségének a tandja lehet egy kielégits kiértékelés. A tami a formula értékének
kiszamitasdval hatékonyan ellendrizhet8, tehdt k-SAT € NP. Ez a nyelv konnyfi,
hak = 2:

Feladat: Mutassuk meg, hogy 2-SAT € P. (Legyen ¢ egy 2-CNF. Jelolje ¢y,
illetve ¢ azokat a 2-CNF-eket amelyeket ¢-bdl az z1 = 0, illetve z; = 1 helyet-
tesitések utdn kaptunk. A ¢;-r6l gyorsan kiderithetjiik a kovetkez6k valamelyikét:
1. ¢; kielégithets, '

2. ¢; nem kielégithetd,

3. ¢; kielégithetSsége ekvivalens egy ¢; 2-CNF kielégithetGségével, aminek tagjai
¢-nek is tagjai, €s amelyben az x| valtozé nem szerepel.)

Ha eggyel tobb literdlt engediink meg a zardjelekben, akkor a helyzet alaposan
megvaltozik; a kénny(l problémabdl nehéz lesz.

Tétel: A 3-SAT nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Az el6zGek alapjan elég megmutatni, hogy SAT < 3-SAT. Olyan
polinom id6ben szdmithaté megfeleltetést kell adnunk, mely egy ¢ formuldhoz
(a SAT bemenetéhez) egy ¥ 3-CNF-et rendel tgy, hogy ¢ akkor €s csak akkor
kielégithetd, ha 4 kielégithetd.

Legyenek z1,x2,...,z, a ¢ formuldban szerepld valtozdk, és irjuk fel a ¢
egy kifejezésfajit, majd szdmozzuk meg a fa cstcsait, minden csticshoz egyedi
sorszamot rendelve. A fa cstcsai a ¢ részformuldinak felelnek meg. A csucs feletti
leveleknek értéket adva a részformula kiszamithatd; e megfeleltetés révén beszél-
hetiink a cstcshoz tartozé értékrdl. Az ¢ sorszami csicshoz a (¢ viltozoitdl €s
egymastol is kiilonboz8) z; Boole-valtozét rendeljiik.

Ezen feliil az ¢ sorszami csticshoz rendeliink még egy ¢; Boole-formulat. Egy-
szer(i szavakba foglalva: a ¢; formula azt fogja Kifejezni, hogy a z; értéke legyen
N

\



278 8. AZ NP NYELVOSZTALY

az i-edik csticshoz tartozé érték az x; vditozék egy adott kiértékelésekor. Innen a
¢; formulak definiciéja mdr kézenfekvd (az v <> v kifejezés az (U V v) A (u V B),
azaz a logikai ekvivalencia rgviditése):

Ha az i-edik csiics levél, amelynek tartalma az wu literdl (z;, vagy 7;), akkor
legyen ¢; : z; <2 u.

Ha az i-edik csicsban A van, és a fiai a k-adik és [-edik csuicsok, akkor legyen
@i 2z & (21 A z1).

Ha az i-edik cstcsban V van, és a fiai a k-adik és [-edik cstdcsok, akkor legyen
¢i: zi o (2 V)

Jelolje m a kifejezésfa gyokerének a sorszdmat. Kovetkezs 1épésként vegyiink
mindegyik ¢;-hez egy ekvivalens konjunktiv normalformdjd formuldt. Legyen ez
;. A ¢; formuldban legfeljebb 3 viltozé van (bizonyos z-ek és bizonyos z2-k), '
ezért ¥; egy 3-CNF. Legyen ¥ = (A¢;) A zm. A ¢ egy 3-CNF, 1évén ilyenek
konjunkcidja. A ¥ értéke a véltozdinak a kiértékelésekor pontosan akkor lesz 1
(vagyis ,,igaz"), ha ennél a kiértékelésnél mindegyik v; és z,, is igaz. Mindez
egyenértékii azzal, hogy minden i-re a z; vdltozé értéke megegyezik a ¢ kifeje-
zésfa szerinti szdmitdsdndl az i-edik csticshoz tartozé részeredménnyel, €s (a zy,
tag jelenléte miatt) a ¢ értéke is 1. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az z; értékek
tetszGleges megvdlasztdsa utdn a ¢; formulak egyértelmiien igazza tehetdk: a z;
viltozénak az i-edik cstcsndl felléps értéket kell adni. A 1 ezek szerint ponto-
san akkor kielégithetd, ha ¢ is ilyen tulajdonsdgi. Mds széval ¢ € SAT pontosan
akkor teljesiil, ha ¢ € 3-SAT. Végiil megjegyezziik, hogy a v el&allitisara adott
recept RAM-on linedris idében implementédlhaté. A ¢ — 1 megfeleltetés tényleg
egy Karp-redukcid. O

8.7.2. 3 szinnel szinezhet6 grafok

Kordbban mar lattuk, hogy a 3-SZIN, a hirom szinnel szinezhet§ grafok nyelve az
NP osztilyban van. A kévetkez6 dllitds szerint ez a nyelv is az NP legnehezebbjei
koziil valé.

Tétel: A 3-SZIN nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Elegend6 megadni egy 3-SAT < 3-SZIN Karp-redukciét. Pontosab-
ban fogalmazva, egy tetszdleges v 3-CNF-hez épitentink kell egy G gréfot ugy.
hogy ¢ € 3-SAT pont akkor igaz, ha G € 3-SZIN. A konstrukciénak hatékony-
nak, polinom idében elvégezhet&nek kell lennie.

Tegyiik fel, hogy a ¢ formuldban m viltozé és z nyitézaréjel van:
¥ =(1) A ... A (). Feltehetd, hogy minden egyes ¥; pontosan 3 tagd (pél-
ddul z; V x4 helyett vehetjiik az z; V 9 V x5 formulat). A G grafnak 2m + 5z + 2
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csiicsa lesz. Van két kiilondlld cstics: u és v. A y-beli z; vdltozénak és negaltjanak
is megfelel egy-egy csics; ezek jele z;, illetve 7;. Végiil a v; részformuldnak 5
csucs fog megfelelni; ezek wjl», oo ,w?.

V(G) = Uinil{xi)—fi} U U;:l{zpjl‘a v 71/)]5} U {1}, U‘}

A G élei a kovetkezdk:

(’U,'U,),
(v, ), i=1,...,m,
(v,fi), 1=1,...,m,
(mi,fi), izl,...,m,
E(G): (u,z/);l)’ jzl,...,z,
(u,¢§’), j=1,...,2,
(pk,9i*h), j=1,...,2, kmodulo S fut,
(¥F, %),  ahol e k-adik tagjazi, j=1,...,2, k=1,2,3,
[ (F, ), ahol ¢, k-adik tagja @i, j=1,...,2, k=1,2,3.

A G grifban otszogek felelnek meg a v, formuldknak. Ezek ,,alsé" pontjai u-val
vannak Osszekotve, a felsd pontjai pedig egy-egy a 1;-ben el6forduld literdllal. A
kévetkezd dbra azt az esetet szemlélteti, amikor ¥ = 21 VTs V 3.

A G mérete linedris ¢ méretében, és az is ldthato, hogy G koénnyen (polinom
idSben) felépithetd 1) ismeretében. Igazolnunk kell még, hogy

G € 3-SZIN pontosan akkor, ha ¢ € 3-SAT.
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Vegyiik el6szor G egy 3-szinezését. Nevezziik v szinét pirosnak, u-ét sdrganak,
a harmadik szin legyen a zold. Vegyiik észre, hogy egy literdl szine csak z6ld vagy
sarga lehet a v-vel 0sszek6td €l miatt. A 3 formula y literdljanak adjuk az igaz
értéket, ha a G-ben az y csucs z6ld; ha y sarga szind, akkor az értéke legyen hamis.
Ez megfelel az x; véltozdk egy kiértékelésének. Az (x;, T;) él megléte miatt az x;
és T; csucsok koziil az egyik sdrga, a masik zold. Megmutatjuk, hogy igy a ¢ egy
kielégitd kiértékelése adddik. Ez egyenértéki azzal az dllitdssal, hogy mindegyik
;-ben van zold literdl. Ez pedig igaz, hiszen ellenkez6 esetben a v;-hez tartozé
Otszog csticsaira csak két szin volna megengedett (piros és z6ld); az 6tszdg viszont
nem szinezhetd két szinnel.

A forditott irdnyu dllitdshoz vegyiik ¢ egy kielégits kiértékelését. Feleltessiik
meg, mint eldbb, a literdlok igaz értékének a zo6ld szint, a hamis értéknek pedig a
sdrga szint. Szinezziik v-t pirosra, u-t pedig sargara. Az eddig kapott részleges szi-
nezéssel nincs baj, mar csak a v; formuldkhoz tartozé otszogeket kell kiszinezni.
Egy ilyen 0tsz6g minden csucsdra tiltott a z6ld és a sdrga szinek egyike. Az alsé
két pontra a sdrga, a fels6 csicsokra viszont nem mindeniitt a sdrga, hiszen 1);-ben
van z61d literdl. Az aldbbi egyszer(i feladat szerint ilyenkor az 6tszog kiszinezhetd.
O

Feladat: Az otpontd kor kiszinezhetd 3 szinnel Ugy is, hogy minden egyes csu-
csdra kijelsliink egy tiltott szint, de nem minden csticsra ugyanazt a szint.

Feladat: Adjunk linedris (uniform) koltségi algoritmust egy graf két szinnel valo
szinezhet&ségének eldontésére.

8.7.3. Maximalis méreti fiiggetlen pontrendszer grafokban

A G gréf csdcsainak S részhalmaza fiiggetlen halmaz, ha S-beli pontok kdzott nem
fut G-ben él. A G graf fontos jellemzsje a legnagyobb méretd fiiggetlen ponthal-
mazdnak elemszdma. Ennek a kiszdmitdsa nehéz algoritmikus probléma, amint azt
a MAXFTLEN nyelv mutatja.

5 +oae
MAXFTLEN = {(G,k)‘ G egy grif, k € Z+, és } |

G-nek van k elemi fliggetlen csticshalmaza

Példa: Az dbrin lathaté G graf esetén (G, 1),(G,2) € MAXFTLEN, (G,3) €

MAXFTLEN.
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Tétel: A MAXFTLEN nyelv NP-teljes.

Bizonyitds: Nyilvanvalé, hogy MAXFTLEN € NP: a (G, k) € MAXFTLEN
ténynek tandja lehet egy k-elemli S C V(G) fliggetlen csicshalmaz. Elegendd
ezutdn megadni egy 3-SZIN < MAXFTLEN Karp-redukciét. Legyen a G graf a
3-SZIN egy inputja. Olyan (G4, k) part kell hatékonyan megadni (G egy grif, k
egy pozitiv egész), melyre érvényes a kovetkezd:

G € 3-SZIN pontosan akkor, ha (Gy, k) € MAXFTLEN. (%)

A G grifot a kivetkezGképpen kapjuk a G-bSl: vesziink hirom példanyt G-
bsl, ezek legyenek GV G2 G, & kossiik dssze élekkel a G azonos csticsa-
inak megfeleld pontokat. gy a v € V(G) csics hirom példdnya v@) ¢ G0
(i = 1,2, 3) egy haromszoget feszit G1-ben.

felty

(3

A G csuicsainak és éleinek szamdra a kvetkezdket kapjuk:

V(G| =3[V(G)] és |E(Gh)] = 3|V(G)| + 3| B(G)|.

Legyen k = |V(G)|. A G ismeretében a (G1, k) péar hatékonyan megadhaté. A
tétel bizonyitdsidhoz ezutdn elegends a () allitdst igazolni.

Tekintsiik eldszor a G egy 3 szinnel vald szinezését, ahol a szinek 1,2,3. All-
jona H C V(Gy) halmaz azokbdl a v pontokbd!, melyekre v € V(G) szine
¢. Masképp fogalmazva: egy ¢ szinli G-beli pontnak az i-edik szinten levé példa-
nydt vessziik H-ba. A szinezés definiciéjabdl azonnal kapjuk, hogy a H halmaz
fiiggetlen, és |H| = k. Van tehdt Gy-ben k fiiggetlen pontbdl all6 halmaz.

Forditva, legyen H egy k elemi fiiggetlen halmaz G-ben. Nyilvédnval6, hogy
ekkor H minden oszlopbél (v1)| v(2) »(3) harmasbél) pontosan egy csticsot tartal
maz. Legyen a v € V(G) cstics szine i, ha v(®) € H. Ez j6 szinezése lesz G-nek
hiszen ha az u és v csticsok azonos szindek, akkor u(?,v()) € H valamely i-re
Ekkor pedig H fiiggetlensége miatt (u,v) € E(G). O

A MAXFTLEN nyelvre vonatkozé tételbsl konnyen adédik két rokon gréfel
méleti probléma NP-teljessége. Legyen

MAXKLIKK = {(G, k)| G-ben van k ponti teljes részgraf}.
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Kovetkezmény: A MAXKLIKK nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Nyilvanvalé, hogy MAXKLIKK € NP. Az X C V(G) csticshalmaz
pontosan akkor fiiggetlen a G grifban, ha X klikk (teljes részgrafot feszit) a G graf
G komplementer gréfjaban. (A G pontjai ugyanazok, mint G pontjai, és (u,v) €l
G-ben pontosan akkor, ha (u,v) nem él G-ben.) Ebbsl azonnal adddik, hogy

(G, k) — (G, k) megfeleltetés egy MAXFTLEN < MAXKLIKK Karp- redukcm
a

A G grif csdcsainak egy X részhalmaza éllefogé halmaz, ha a G barmely
élének van X -beli végpontja. Legyen

Ellefogds = {(G, k)| G-ben van k pontd éllefogé halmaz}.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a H C V(G) halmaz akkor, és csak akkor fiiggetlen
halmaz G-ben, ha V(G) \ H egy éllefogé halmaz.

Kovetkezmény: Az Ellefogds nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Nyilvanvals, hogy Ellefogds € NP. Masfeldl az el6z8 feladat-
bél azonnal kévetkezik, hogy a (G, k) — (G,|V(G)| — k) megfeleltetés egy
MAXFTLEN < Ellefogds Karp-redukcid. O

Megjegyezziik, hogy a MAXFTLEN, 3-SZIN és Ellefogds nyelvek akkor is
NP-teljesek maradnak, ha még azt is kikotjik, hogy G egy sikba rajzolhaté graf.

Feladat: Mutassuk meg, hogy sikba rajzolhaté grafokra a MAXKLIKK feladat
megoldhatd polinom idGben.

Feladat: Mutassuk meg, hogy paros grifokra az Ellefogds feladat polinom idben
megoldhaté. (Konig Dénes minimax tétele.)

8.7.4. A 3 dimenzids hazasitas és az X3C feladat

A kovetkez§ algoritmikus probléma a kordbban megismert pdrositsi feladat dl-
talanositdsanak tekinthetd. Legyenek Uy, Uy, Us azonos méretli véges halmazok,
mondjuk legyen |U;| = t. Tegyiik fel, hogy adott még Uy x Uy x Us valamely
S részhalmaza. Egy ilyen részhalmaz (ug,ug, u3) alaki hdarmasokbdl dll, ahol
u; € U;. Szeretnénk eldonteni, hogy kivdlaszthaté-e S-bdl egy 3 dimenzics hd-
zasitds. Ezen az S egy olyan t-elem{i S’ részhalmazat értjiik, mely minden U;-
beli pontot lefed. Utébbi kbvetelmény pontosabban igy fogalmazhaté: tetszéleges
v; € U; elemhez van olyan s € §’, melynek ¢-edik komponense v;. Az |S'| =t
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feltétel miatt egy 3 dimenziés hézasitds az Uy U U U U3 elemeit pontosan egysze-
resen fedi le.

Jeldlje 3-DH az olyan Uy, Ua, Us; S C Uy x Uy x Uz rendszereket, melyeknél
S-bol kivalaszthaté egy 3 dimenzids hdzasitds.

Tétel: A 3-DH feladat NP-teljes.

Bizonyitas: Nyilvanvald, hogy 3-DH € NP. Egy alkalmas S’ halmaz jitszhatja a
tanu szerepét. A bizonyitds érdemi része egy 3-SAT < 3-DH redukci6 lesz. Legyen
¢ € 3-CNF. Tegyiik fel, hogy ¢-ben m viltozd (z1, . . . , p) €s z nyitézardjel van:
¢=(¢1)N... N (o).

Az Uy halmazt igy képezziik, hogy minden egyes literdlnak (x; vagy &;) meg-
feleltetiink z kiilénbozd elemet, igy ¢t = 2mz és

Up={zl, &/ |1<i<m,1<j<z}.
Az x; viltozo helyettesitéseinek a kovetkezd hdrmasokat feleltetjiik meg:

B — (il 15 <),
Eihamis . {(:Cg,ag”ﬂ’bg) | 1<) <z},

ahol a j szerinti indexelést ciklikusan végezziik, azaz af“ = a}. Konnyen ldthatd,

hogy az {al | j = 1,...,2} U{tl | j = 1,...,2} halmaz E*** U ERom™s-beli
harmasokkal csak tgy fedhetd le egyrétiien egy rogzitett i-re, hogy vagy az E;%**,
vagy az E{wmis rendszert vessziik S’-be. EI6bbi esetben az U halmazbdl a z darab

x; = igaz értéknek megfelel§ z}, ..., z7 elem, utébbi esetben pedig a z darab
z; = hamis értéknek megfeleld &', ..., ;" elem marad lefedetleniil.

igaz hamis
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A ¢; részformulanak feleltessiik meg a kovetkez6 harmasokat:

F; = {(xf, cj, d;) | z; literdlja ¢;-nek} U {(i‘f, cj,d;) | Z; literdlja ¢;-nek}.
Az F; halmaznak legfeljebb 3 eleme van, mert a ¢; legfeljebb 3 literalt tartalmaz.

Példaul a ¢; = 21 V Ty V z3 részformuldnak megfeleld harmasok igy szemléltet-
het&k:

Régzitett j-re a ¢, valamint a d; elemek egyrétli lefedése az F; halmaz egyet-
len elemének a kijelSlését jelenti. Az eddigiek alapjan az aldbbi H halmaz

{al li=1,..m j=1,.. 2 U{e[j=1,...,2}U
Ufpl li=1,...,m;j=1,....23U{d; |j=1,...,2}

pontosan akkor fedhetd le egyrétien |2, (E#* U Ehemis) y Uj= Fj-beli har-
masokkal, ha a ¢1, ..., ¢, formuldk egyiittesen kielégithetSk. A c;-t fedd harmas
felel meg egy igaz értéki literdlnak ¢;-bdl, az a{ elemek pedig biztositjak, hogy
ez a kijelolés megfelel a vdltozdk egy kiértékelésének (ha valahol az w literdlt va-
lasztjuk igaznak, akkor a @ literdlt sehol sem vélaszthatjuk igaznak).

Mar csak az van hitra, hogy kiegészitsiik az eddigi konstrukcidt a 3-DH egy
inputjavd. Az a?, valamint a ¢; elemeket az Uy halmaz elemeinek tekintjiik, a b7,
valamit a d; elemeket pedig az Uz halmaz elemeinek. Ki kell egésziteni az U; és
Us halmazokat t = 2mz elemiivé. Az eddigi harmasok rendszerét pedig gy kell
bOviteni, hogy a H halmaz fenti szerkezetii egyrétii fedései, és csak azok legyenek
kiegészithetSk az U; U U U Uz halmaz egyrét( lefedésévé. Ezek nyilvanvaléan
teljesiilnek, ha bevesziink Us-be, valamint Us-ba még egyenként z(m — 1) ele-
met: €y, ..., € (p1y-et, illetve f1,..., f (-1)-et, tovdbba a hdrmasok rendszerét
kiegészitjiik a

t1=1,...,m,

G =14 (el er, fo), (@ e, f1)| GT=1-.,2
k=1,...,z2(m~-1)
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halmazzal. Belattuk tehét, hogy az eredeti ¢ € 3-CNF pontosan akkor kielégithetd,
ha az

Uy ={zl, @ li=1...,m, j=1,.. 2},
Uy :{ag,cj,ek}izl,...,m,jzl,...,z, k=1,...,2z(m-1)},
Us ={bl.dj, fr|i= Looomyg=4o2 k=1 2(m-1)},
S = GuUl, (B9 y Ehamis) UlUi= Fj

inputra a 3-DH feladat megoldhaté. A konstrukcié polinom id6ben elvégezhetd; a
tételt igazoltuk.O

Egy szorosan kapcsolédd érdekes probléma a Pontos fedés hdarmasokkal:
adott egy U véges halmaz, és U hdromelem( részhalmazainak egy F =
{X1,Xs,..., X} csalidja. Eldéntend, hogy az F-bdl kivalaszthaték-e péron-
ként diszjunkt halmazok, melyek egyiittesen lefedik U-t. Jeldlje X3C azokat az
(U, F) pérokat, melyekre az F-bdl kivdlaszthaté U ilyen értelemben vett pontos
fedése.

Példa: Legyen U = {1,2,3,...,9},

F = {{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{1,8,9}} és
Fo= {{1,2,3},{4,5,6},{1,6,7},{7,8,9} }.

Ekkor F-b8l nem valaszthatd ki pontos fedés, hiszen az 1 benne van mindegyik
hdarmasban. Tehdt (U, F) ¢ X3C. A F’ viszont tartalmazza U egy pontos fedését,
ezért (U, F') € X3C.

Allitas: Az X3C nyelv NP-teljes.

Bizonyitds: X3C € NP teljesiil; tand lehet egy pontos fedés. Megmutatjuk ezu-
tan, hogy 3-DH < X3C. Legyen Uy, U, Us; S a 3-DH egy inputja. Az elemek
esetleges dtnevezése utdn feltehetjiik, hogy az U; halmazok pdronként diszjunk-
tak. Legyen U = Uy U U, U Us, és F = {{a,b,c}| (a,b,c) € S} Konnyi
meggondolni, hogy az igy kapott megfeleltetés Karp-redukceid. Ennek a részleteit
az olvaséra bizzuk. O

8.7.5. Hamilton-kort tartalmazé grafok és az Utazé iigynok probléma

Korabban mir foglalkoztunk az irdnyitatlan, illetve irdnyitott Hamilton-kort tartal-
mazé grafokkal, megdllapitva, hogy a H és TH nyelvek NP-beliek. Most megmu-

tatjuk, hogy ezek is nehéz nyelvek.
/
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Tétel: Az IH nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy Ellefogds < IH. Legyen G = (V, E) egy irdnyi-
tatlan graf, k pedig egy pozitiv egész. Feltehetjiik, hogy k < |V(G)|. A (G, k) par
segitségével hatékonyan (polinom idGben) elkészitiink egy G' = (V’, E') irdnyi-
tott grafot, melyben pontosan akkor lesz irdnyitott Hamilton-k&r, ha G élei lefog-
hat6k k csdcesal. A G minden e = (u,v) € E éléhez elkészitjiik a

G, = (V.,E))={el e el e

ur U Ty v i
2 1 11 12 2 2 2
o€, ey, €y €, €5 ey, er —el)})

1 2 1
{eu_)eu’ €U—>€ v oY ur ~ru vy v u

irdnyitott grafot.

A G' grifot jérészt ilyen G2, alaku kis részgrafokbdl fogjuk felépiteni. Egy G,
grafba kiviilr§l csak az el, illetve az e} csicsokba futnak €lek, kifelé pedig csak
az €2, illetve az e2 csicsokbdl mennek élek. Ezekkel a megkdtésekkel konnyi
belatni, hogy a felépitends G’ graf egy Hamilton-kore csak a kovetkez6 haromféle
modon haladhat it a G, , részgrifon:

()~ —el—el—setsel—. .
(2 —elsel 5e2 se2 ...

(B) - —el—oel o mel w2

Ezek utdn a G’ graf felépitése a kdvetkezs: Vegyitk G minden egyes e éléhez
a G, grifot. A G minden u € V csicsanak megfelelden fiizzik fel egy iranyitott
ttra tetsz6leges sorrendben (pl. az éllista szerinti sorrendben) az u-hoz csatlakozé
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éleknek megfelels G, részgrafoknak az u csicshoz tartozd felét ({el,e2}). Ve-
gylink még egy k elemii K ponthalmazt, és K &sszes elemébbl vezessiink élet az
elobb megadott utak kezdGpontjdhoz, tovabbd vezessiink K minden pontjiba élet
az utak végpontjaibdl. Az u € V csucshoz tartozd irdnyitott Ut igy szemléltethetd
(az u foka d):

v2 Vi, ~1 Vd,

L]

N |
C K

N

.:>\

»-m.-o
©

[
V0
N,_. )
@
[SIS]
5

.
——

((l —l)t% -

A formalis leirdsok kedveldi szdmara legyen E,, a kovetkezd élhalmaz:

/ 12 1 2 1 2
E, ={w —ei,, €1y — €y, -, €ldu~1)u ~ Edyur Cdyu > W |we K},
ahol eq, . . ., eq, az u-hoz csatlakozé G-beli élek listdja; ezutdn G’ {gy adhaté meg:
! ! ! !
v=rkulJv, E=|JEU|JE,
eCE eclE ueV

Tegyiik fel most, hogy G’ tartalmaz egy H irdnyitott Hamilton-kért. A kis grafok-
kal kapcsolatos (1)-(3) bejdrdsi lehetdségeket figyelembe véve dllithatjuk, hogy ha
valamely u € V cstics esetén H tartalmaz legaldbb egy élet az E;, halmazbol,
akkor ezen él a H egy ilyen szerkezetil darabjan van:

1 2 1 2 1 2 ,
T WG €y €T, Y €y NP €y T € ™ €y T Wil T
Ittwy, wjiy € I, és egy hullimos nyll vag y egy (1) tipusd 3 hosszu utat jelol a

764 részgrafon beliil vagy pedig az e — e élet (utébbi esetben sziikségképpen
a H egy mdsik darabja tér vissza G/, malddel\ két csicsdt megldtogatni).
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va € U vy, -1 €U vy, €U

Pm—
e

e ® o ST Y @)
2
d

1 2
€24 €2u ,1 —1)7 fl s —1)u d,,u B
( " )

A K halmaznak & eleme van, ezért a H Hamilton-kor k darab ilyen itbdl tevédik
Ossze:

wy — ui-nek megfeleld rész  — wy — ug — - -
—  wy — ug-nak megfeleld rész — w;.

A H mindegyik kis G., (e € E) csucsait bejarja. Ez azt jelenti, hogy az uy, . . ., uj
cstcsok egyiittesen lefogjdk G éleit. Van tehdt G-nek k elemi éllefogé ponthal-
maza.

Forditva, tegyiik fel, hogy U = {uq,...,u} egy éllefogé pontrendszer G-
ben. Ekkor a kivetkezd utak dsszeflizve egy Hamilton-kort adnak a G' grifban:

, 1 2 1 2
T w] - el’U.j ~~ eluj - e?u]' ~ 621.&]‘ o

1

2 . ..
dujuj ~ edwljuj WL T

ahol wy.1 = wi; a hulldmos nyilak GL-beli utakat jeldlnek, mégpedig ha e-nek
a masik végpontja nincs U-ban, akkor a 3 hosszi utat, ha pedig benne van, akkor
az | hosszit. Utébbi esetben az e masik végpontjanak megfeleld részben taldlhato
meg az Ut pdrja.

Beldttuk tehat, hogy G-ben pontosan akkor van £ elemi éllefogd pontrend-
szer, ha G'-ben van irdnyitott Hamilton-kér. A G’ graf konstrukcigja hatékonyan
elvégezhetd. Ezzel a bizonyitist befejeztiik. O

A DAG-ok algoritmusainak tirgyaldsakor (6.4.2. rész) foglalkoztunk a két pont
kozotti leghosszabb egyszerd utak meghatdrozdsdnak a feladatdval. Kidertilt, hogy
ez villimgyorsan, vagyis linedris uniform koltséggel megoldhatd, amikor a be—

meneti G graf egy DAG. Az el6z8 tétel massziv érvet szolgdltat amellett, hogy
a feladat nehézzé vilik, ha a G tetszGleges irdnyitott grafot jelenthet. Ha volna
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ugyanis egy gyors (mondjuk polinom idejti) médszeriink, amely megmondan4 a G
graf u, v pontjaira a leghosszabb egyszerli u ~» v irdnyitott utak (u, v) hosszat,
akkor az IH nyelvet is gyorsan el tudnank donteni.

Py

Feladat: Igazoljuk az e16z8 mondatban foglalt dllitast. (Legyen a G = (V, E) ird-
nyitott graf az [H egy bemenete. Rendel(jiink egys€gnyi sulyokat az éleihez. Mu-
tassuk meg, hogy a G egy u — v éle pontosan akkor éle egy iranyitott Hamilton-
kornek, ha a G-bbl az u — v torlésével kapott grifban (v, u) = |V| — 1.)

Az IH nyelv NP-teljességét tudva az irdnyitatlan Hamilton-koroket tartalmazé
grafokrol szol6 hasonlé dllitdssal elég egyszertien elboldogulunk.

Tétel: A H nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Kordbban mar lattuk, hogy H € NP, és az elsd Karp-redukcig, amit
megnéztiink, egy IH < H leképezés volt. O

Az irdnyitatlan Hamilton-kor probléma nevezetes altaldnositdsa az Utazg iigy-
nok feladat: adott egy G irdnyitatlan graf pozitiv egészekkel silyozott élekkel. A
cél minél rovidebb sszsilyd Hamilton-kort taldlni G-ben. (Az ligyndk szeretné
minél kisebb koltséggel sorba ldtogatni az adott varosokat, mindegyiket csak egy-
szer, napszalltaval hazatérve.) A feladathoz kézenfekvéen kapcsol6dé Ut nyelv
olyan (G, k) pdrokbdl dll, melyekben G egy siilyozott éld irdnyitatlan graf, k egy
nemnegativ egész, és G-ben van k-ndl nem nagyobb silyd Hamilton-kér. Vildgos,
hogy Ut € NP. A H feladat az Ut feladat egy specidlis esetének tekinthetS: minden
élsily 1 és k = |V(G)]. Az aleképezés tehdt, amely a G grifhoz a csupa egyessel
silyozott €l G-t és a k = |V (G)] korldtot rendeli, egy H < Ut Karp-redukciét ad
meg. Ervényes a kivetkez6:

Tétel: Az Ut nyelv NP-teljes. O

8.7.6. A Hatizsik feladat és néhany mas rokon probléma

Itt olyan kérdésekrgl lesz sz, melyekben az eddigickhez képest tobb szerep jut

a szamoknak. Az els§ a Hdtizsik feladat: adottak az s1,..., s, > 0 silyok,
ezek v1,...,vm > 0 értékei, valamint a b megengedett maximadlis dsszsuly. Te-

gyiik fel, hogy az s;, v;, b szdmok egészek. A feladat az, hogy taldljunk egy olyan
TC {1,..,m} részhalmazt, melyre > icr Si < b, és ugyanakkor Yicr v,-’a lehet}c’i
legnagyobb. Szemléletes képként gondoljunk arra, hogy van egy b teherbirgsu ha-
tizsdkunk. Ebbe akarunk belerakni bizonyosakat az s; silyu tdrgyak koéziil dgy,
hogy a hdtizsakban levg dolgok dsszértéke a lehet§ legnagyobb legyen. Mdsfeldl
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a hatizsdkot kimélni kell: a bepakolt targyak dsszstilya nem lehet tébb b-nél. Az I
indexhalmaz mondja meg, hogy a silyok koziil melyeket raktuk a hétizsdkba.
Polinom idejli extra munka erejéig azonos nehézségli NP-beli feladatot ka-

punk, ha bevezetiink még egy k > 0 értékkorldtot és egy adott sy,...,8m;
V1 ..., U;m; by k inputra azt kérdezziik, hogy van-e olyan kimél§ kitoltése a hati-

zsdknak, melynek az értéke legaldbb k. Az igy kapott dontési feladat (nyelv) neve
legyen Hadt.

Hit = {(s1,52,. .., 8m;v1,V2, ..., Um; b; k)]s, b,k > 0 egészek, és
vanolyan I C {1,...,m} melyre Zsi < bés Zvi >k}
icl iel

Feladat: Mutassuk meg, hogy Hdt € P-b6l Hdtizsdk € FP kovetkezne. (A prim-
tényez8s felbontds és az F feladat viszonydt tisztizé dllitds otlete haszndlhato:
bindris kereséssel meghatarozhatjuk a legnagyobb elérhetd k-t.)

Igazdbdl Ggy gondoljuk, hogy a valésdgban nem teljesiil a feladat feltétele, a
Hdt nyelv nem ismerhet$ fel polinom id6ben. Ezt aldtimasztandé megmutatjuk,
hogy a Hdt nyelv NP-teljes. Egészen pontosan azt a specidlis esetet fogjuk szem-
ligyre venni, amikor a tdrgyak silya és értéke azonos, valamint a silykorldt mege-
gyezik az értékkorléttal: s; = v; (1 = 1,2,...,m) és b = k. Ez Részhalmazdsszeg
probléma. 1t arrdl az egyszeribb algoritmikus kérdésrd! van szd, hogy pontosan
tele lehet-e rakni a hdtizsdkot az adott targyakbdl vilogatva. A megfeleld nyelv

55, b > 0 egészek, }

RH = {<81"“’Sm;b) ésvanolyan I C {L,...,m} hogy > ,.;s; =10

Tétel: Az RH nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Vildgos, hogy RH € NP; alkalmas / indexhalmaz lehet a tand. Ezutan
megadunk egy X3C < RH Karp-redukcidt. Vegylik X3C tetsz8leges inputjit: ez
egy U véges halmaz és egy F = {X;,..., X} halmazrendszer, melyre X; C U
és | X;| = 3. Ebbdl az RH feladat egy inputjdt fogjuk hatékonyan elkésziteni.
Tegyiik fel, hogy U = {1,2,...,t}, és legyenek

=1
r = 2,

Zj freod 7’j_1 (]:1,,t),
§; = ZZ]' (i:l,.,.,m),
JEX;

11

b = ZZ]

j=1
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Lényegében az torténik, hogy az X; halmazokat elég nagy (itt konkrétan
r) alapi szdmrendszerben felirt szdmokkal kédoljuk. Az z = (31,...,sm;b)
egyittest fogjuk az RH inputjaként értelmezni. Az = hossza O(mtlogt), mert
logs; = O(log z¢) = O(tlogt), ezért z a megadott formuldk szerint (¢-ben) po-
linom id6ben eldallithats. A megfeleltetés tehat teljesiti a Karp-redukciéval szem-
ben tdmasztott hatékonysdgi kovetelményt.

Nézziik ezutdn a masik elSirdst. Legyen I C {1,...,m} egy indexhalmaz. Az
fi =il € Iésj € X;}| szamokat az I-hez tartozd fedési szdmoknak nevezziik
(7 = 1,...,t). Az f; fedési szdm azt mondja meg, hogy az ¢ € I indexekhez

tartozé X; halmazok koziil hdny tartalmazza a j € U elemet. Ezutdn megmu-
tatjuk, hogy az I-hez tartoz6 ) . ; s; részhalmazosszeg és az I fedési szdmainak
fi, fa, .., fi sorozata kolcsondsen egyértelmitien meghatdrozzak egymast. A rész-
halmazosszeg igy irhaté:

t t
Dsi=D> Y =Y WilielésjeX Tt =) it
j=1

el el ]EX, j:].

A j € U pontot legfeljebb (3) szdmud hdrmas tartalmazza, ezért a jobb oldalon
(;) < r miatt 777! egyiitthatéja kisebb, mint r. Eszerint az f; fedési szamok
éppen az I-nek megfeleld részhalmazosszeg r alapd szdmrendszerbeli jegyei. Az
r alapd szdmrendszerbeli feliras egyértelmiisége miatt a b szam tehat akkor és csak
akkor lesz az I-nek megfeleld részhalmazosszeg, ha az Osszes fedési szam egy, ami
éppen annyit tesz, hogy az { X;|i € I} halmazrendszer pontosan fedi U-t. Tehdt b

akkor és csak akkor részhalmazosszeg, ha létezik pontos fedés. O

A Részhalmazosszeg probléma egy érdekes specidlis esete a Particid feladat,
ahol a b megcélzott Osszeg az s; szimok Osszegének a fele:

Particié = (s om) s; > 0 egészek, és van olyan }
1.+ +3y5m Ig{l,,m}, hogy Zie]sizézglsi .
Arrol a kérdésrdl van sz6, hogy az {1,2, ..., m} halmaz felbonthaté-e két egyenld

részhalmazosszeget add részre. Nyilvanvald, hogy Particic € NP.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a Particic nyelv NP-teljes, megadva egy
RH <Particié redukcidt. (Vegyiik az RH egy z = (s1,..., 8m;b) inputjat. Fel-
tehetS, hogy b < s = 3 1%, s;. Az z-hez rendeljiik a Particio kovetkezd inputjat:
(s1,...,8m,8 + 1 —b,b+ 1). Itt a szdmok sszege 2s + 2. Az utolsé két szdm
nem lehet egy particié ugyanazon osztdlydban, mert az dsszegiik til nagy: s + 2.)

A Lddapakolds feladat a kovetkezs: adottak az sy,...,sp, silyd targyak,

0 < s; < 1, s; raciondlis, és egy k > 0 egész. Eldontendd, hogy a tirgyakat bele
lehet-e pakolni legfeljebb k szamu egységnyi silykapacitdsi ladaba.
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Feladat: Mutassuk meg, hogy Lddapakolds feladat nyelve NP-teljes. (Adjunk meg
egy Particio<Lddapakolds Karp-redukciot; elegend6 két laddra szoritkozni, azaz
a k = 2 eset is megteszi.)

A Lddapakolds problémdval a kovetkez6 fejezetben is taldlkozunk. A feladat
(kozelitd) megoldasdra szolgdlé algoritmusokat fogunk ismertetni.

8.7.7. Linearis programozas

Itt egy igen széles korben elGforduld feladatrdl lesz sz6. Alkalmazdsaival talal-
kozhatunk egyebek kozott a gazdasdgi szamitasok €s a mérnoki tervezés teriiletén.
Egyszerien fogalmazva, valtozdk linedris fiiggvényét kell optimalizdini (maxima-
lizdlni, vagy minimalizdlni) egy olyan tartomdnyban, amelyet a vdltozékra kirdtt
linedris egyenl6tlenségek irnak le. Kezdjlik egy nevezetes, gazdasagi ténusud pél-
daval:

Példa: Termékszerkezet-feladat
Egy tizem n-féle terméket tud termelni; ennek sordn m-féle erSforrdst hasznal fel.
Az erSforrdsok jelenthetnek pl. munkadrdkat, anyagokat, gépidSket, stb. Legyen
c; a j-edik termék egységnyi mennyiségére esd nyereség, b; az i-edik erdforrasbol
rendelkezésre all6 mennyiség, tovibbd a;; az i-edik erSforrasbol az a mennyiség,
ami a j-edik termék egy egységének eldallitasdhoz szitkséges. Az lizem vezetésé-
nek a célja egy olyan termékszerkezet kialakitdsa, ami az elébb leirt koriilmények
kozott maximalizdlja a nyereséget.

Jeldlje x; a j-edik termékbol elddllitani kivdnt mennyiséget. A feladat igy fo-
galmazhaté:

n
(%) maximalizdljuk a E cjTymennyiséget,
j=1

n
feltéve, hogy Zaiﬂ?j <b;, t=12,...,m,
j=1

tovdbba z; >0, 7=1,2,...,n

A (») alakban felirhaté feladatokat — ahol a ¢;, b; €s ay; tetsz8leges raciond-
lis szdmok —, linedris programozdsi feladatoknak nevezziik. A feladat megoldd-
sdn egy olyan raciondlis szdmokbdl dllé (1, zo, ..., x,) vektort értiink, melyre
a Z?:l cjx; mennyiség (az Un. célfiiggvény értéke) maximdlis az eldirt egyenlst-
lenségeket teljesitd vektorok kozott.

Egy linedris programozdsi feladatot tehdt az n, m paraméterekkel, a cél-
fiiggvényt jelent (e1, ..., cn) vektorral, valamint a feltételeket leiré A = [ay;)
(1 <i<m,1<j<n)mitrixszal és (by,. .., bm) vektorral adhatunk meg.
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Példa: Legyenn =2, m = 3,¢; = 5 = 1,

tovabbd by = 5, by = 12 és by = 3. Az x1 + T2 mennyiség maximumit keressiik
azry <95, 2z <12, 0,257 +x2 < 3,71 > 0és x2 > 0 egyenlStlenségek
altal meghatdrozott tartomdnyon. Ez egy sokszdglemez az (z1, xa)-sikon:

2z; + %2 < 12
T2 (4,4)
—0,25x7 + a2 <3
(0,3)
] (5,2)
z1

A masodik egyenlGtlenség 6tszoroséhez adjuk hozzd a harmadik négyszeresét:
azt kapjuk, hogy 91 +9z9 < 72. Innen mar ltszik, hogy a célfiiggvény optimuma
legfeljebb 8; ezt a (4,4)-ben el is éri. A (4,4) pont az egyik csticsa a feltételeket
teljesitd pontokbdl dllé alakzatnak.

Sokdig nyitott kérdés volt, hogy a linedris programozasi feladat mint algorit-
mikus probléma milyen nehéz. A megolddsdra kidolgozott eljdrasok koziil a leg-
népszeribb és leghasznosabb az dn. szimplex-mddszer. Ennek ismertetése itt nem
célunk. A médszert George Dantzig javasolta a negyvenes évek végén, és mostanra
szinte miivészi tokéllyel megirt, rendkiviil csiszolt implementacidi sziilettek?. Ugy
tinik, a gyakorlatilag fontos feladatok széles korében igen gyors: O(m?*n) arit-
metikai mévelet elegends a ,praktikus” feladatok megolddsdra. Ezzel szemben
ismertek olyan példdk, amelyeken a médszer exponencialis nagysdgrendd mive-
letet végez. A szimplex-mdédszer a feltételek dltal adott alakzat csticsaiban keresi

Az egyik legnépszeriibb ezek koziil a MINOS nev( rendszer.
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az optimumot®. Megadhatdk olyan 2d feltételt és d valtoz6t tartalmazé (m = 2d,
n = d) linedris programozdsi feladatok, amelyeknél a szimplex-mddszer egyik
legjobb megfigyelt viselkedési véltozata 2% — 1 csdcsot vizsgal meg.

Nagy visszhangot kivalté attérést jelentett L. G. Hacsijan 1979-ben javasolt
eljardsa, az ellipszoid-modszer. Az ellipszoid-mddszer az elsé polinom idejii algo-
ritmus a linedris programozdsi teladatok megolddsdara. Hacsijan eredménye dgy is
fogalmazhatd, hogy a probléma az FP osztdlyban van. Az algoritmus a gyakorlati
feladatok korében eddig nem tudott versenyezni a szimplex-mddszerrel. Jelentd-
sége ezért elsGsorban elméleti. Ilyen értelemben viszont erSs eszkdznek szamdt,
Tobb érdekes kombinatorikus optimalizaldsi feladatra az ellipszoid-mddszer se-
gitségével sikerlilt polinom idejii algoritmust nyerni.

1984-ben Narendra K. Karmarkar javasolt egy az addigiaktél mer6ben eltér§
szemléletli algoritmust, a belsd pont mddszert. Ez — csakdgy, mint Hacsijan mdd-
szere — szintén polinomkorldtos algoritmus. A Karmarkar gondolatai nyoman szii-
letett eljdrdsok a gyakorlatban is versenyezni tudnak a szimplex-mddszerrel. TGbb
esettanulmdny mutat arra, hogy nagy méretd (gyakorlati) feladatok megolddsdra a
belsd pont médszerek hatékonyabbak a szimplex-médszernél. Egyes szerz8k sze-
rint m + n > 2500 esetén az j technikak mar sokkal gyorsabbak.

A linedris programozas feladata tehdt polinom id6ben megoldhaté. Hasonld
mondhat6 a megfeleld igen-nem feladatrél. Ez annyiban kiilonbozik (x)-tél, hogy
a ¢j, b; és a;; adatok mellett még egy raciondlis szdm, a K korlat is része a be-
menetnek. Az eldontend6 kérdés pedig az, hogy van-e olyan raciondlis szamok-

bol a1l (z1, xg, . .., x,) vektor, melyre a (x)-beli egyenlStlenségek teljestilnek, €s
2?:1 Cjxy > K.

Egész értékii linedris programozas

A linedris programozdsi probléma ,diszkrét" valtozata az egész értékii lined-
ris programozdsi feladat. Ezen olyan, a (*) alakban felirhaté feladatot értiink,
amelyben a ¢;, b; és a;; adatok egészek, és az optimumot az egész koordi-
natdjd (zy, xo,...,2,) € Z" vektorok korében keressiik. A megfeleld nyelv
(igen-nem probléma) a raciondlis esethez hasonléan kaphaté meg. Alljon az EP
nyelv azokbél a (K; ¢1,...,¢n; b1, ....bm; ai1,a12,...,an,) bemenetekbdl

*Az el6z6 sikbeli példéhoz hasonléan magasabb dimenzidban (n > 2) is beszélhetiink az egyen-
16tlenségek dltal kijelolt tartomény csicsairdl. Ezek az olyan (z1,...,Tn) pontok kozil keriilnek
ki, amelyekre az n + m egyeniStlenség koziil n-ben egyenldség igaz. Megmutathat6, hogy ha a
feladatnak van egydltalin megolddsa (véges optimuma), akkor a csticspontok egyike is megoldds
lesz. .
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(K,cj,bi,a;; € Z), amelyekhez van olyan (z1,zg, ..., &n) € Z" vektor, hogy

n n
Zle?jZK, Zaijzrjgb,-, 1=1,2,...,m, éS:L'jZO7 J=12,... n.
j=1 7=1

Megmutathaté — ennek a részleteire nem tériink ki —, hogy az EP nyelv az NP
osztdlyban van. Egy megfelel§ (z1,2,...,z,) € (Z1)™ vektor szolgdlhat tand-
ként. Az is igaz, hogy az egész értékili optimalizalasi feladat és az EP nyelv fel-
ismerése polinomidlisan ekvivalens nehézségiiek. Tehdt ha létezne polinom idejii
algoritmus EP felismerésére, akkor az optimalizilasi feladat FP-ben lenne. A ké-

A

vetkezd allitast igy is értelmezhetjiik, hogy ez nem tilsigosan valészing.
Tétel: Az EP nyelv NP-teljes.

Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy RH < EP, ahol RH a Részhalmazgsszeg feladat
nyelve. Az RH egy (s1,...,sn;b) bemenetéhez rendeljitk a kovetkezd egyenlét-
lenségeket: z; < 1,7 = 1,2,...,n,és Z;‘Zl sjz; < b. A célfiiggvény legyen
2?21 sjzj, a korldt pedig K = b. Ezzel az EP egy bemenetét kaptuk; n véltozénk
és n + 1 feltétellink van.

Az igy szerkesztett bemenet pontosan akkor van EP-ben, ha létezik olyan
(@1, 9, ..., 2,) € (Z7)™ vektor, amelyre teljesiilnek a feltételi egyenlétlenségek,
€s D 7.1 8jz; > b. Az utols feltétel miatt ekkor 37, s;z; = b. Az x; szémok
nemnegativ egészek, gy az értékiik csak 0 vagy 1 lehet. Legyen I = {j; z; = 1}.
Az {s;; j € I} részhalmaz Gsszege éppen b.

Forditva, ha az {s;; j € I} részhalmaz &sszege b, akkor az

zj=0hajglész;=1 hajel

feitételekkel megadott vektor teljesiti az egyenlGtlenségeket. A megfeleltetés tény-
leg Karp-redukcié. O

Az egész értéki linedris programozds két szempontbdl fontos. Egyfeldl rend-
kiviil sok érdekes optimalizdlasi feladat fogalmazhaté meg ebben a keretben. Az
alkalmazdsi teriileteknek se szeri, se szdma (pl. termékterités, gyartdsszervezes,
VLSI-tervezés, kommunikdcids és szdllitdsi hdlozatok tervezése). Ennek az erfs
modellezési képességnek a szemléltetésére ajanljuk az olvasénak, hogy fogalmaz-
zon meg néhiny toviabbi NP-teljes feladatot egész programozasi kérdésként:

Feladat: Adjunk meg (minél egyszeribb) L < EP Karp-redukcidkat, ahol L a
SAT, a 3-DH, a 3-SZIN, vagy a Lddapakolds nyelvet jelenti.
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A masik tényez6, ami miatt az egész értékli programozas megkiilonboztetett
figyelmet érdemel, hogy ezzel a feladattipussal sokat foglalkoztak és foglalkoz-
nak a kutatok. Megoldasi médszerek gazdag valasziéka dll rendelkezésre. Ezek a
mddszerek ugyan nem polinom idejtiek — ilyenek nem is remélhetSk, hiszen nehéz
feladatrdl van sz —, de szamos esetben haszndlhaténak bizonyultak.

8.7.8. Minimalis késésszamu iitemezés

Végezetiil megemlitiink egyet a sokféle NP-teljes titemezési feladat koziil. A Mi-
nimdlis késésszdmii litemezés feladatdnak bemenete a kdvetkezé: elvégzends mun-
kéak (véges) D halmaza; minden feladat egy idSegységet igényel, és egyszerre csak
egy munkdval tudunk foglalkozni. Adott még ezen kiviil egy < részbenrendezés
(irreflex{v, tranzitiv reldcié) D-n. A d; < ds viszony azt jelenti, hogy a d; munkat
elébb kell elvégezni, mint dy-t. Minden egyes d € D munkdhoz adott a pozitiv
egész h(d) hatdrids. Végiil adott egy 7' > 0 tiiréshatdr. A T tiréshatdr azt jelenti,
hogy legfeljebb T olyan feladat lehet, amivel nem késziiliink el hatdridére.

Az eldntendd kérdés az, hogy lehet-e a feladatokat dgy litemezni, hogy leg-
feljebb T kivétellel minden feladatot hatdridére befejezziink. Pontosabban fogal-
mazva: van-e olyan dy, ds, . . . dj, sorrendje a D elemeinek, melyre
1. d; < dj esetén i < j teljesiil; tovdbba
2. legfeljebb T szamu ¢ index kivételével fenndll a h(d;) < ¢ egyenlGtlenség?

Az 1. feltétel a < részbenrendezés altal meghatdrozott griaf egy topologi-
kus rendezését koveteli meg. Ez dnmagaban konnyen teljesithetd, hiszen a graf
DAG. A 2. feltétel jelenlétével viszont nehéz feladatot kapunk. Megmutathatd,
hogy az adott tiiréshatdrral megoldhaté titemezési feladatok nyelve NP-teljes. A
MAXKLIKK nyelv viszonylag egyszertien redukalhaté erre a nyelvre.



