7.

Turing-gépek

Ha az emberi agy olyan egyszerii lenne, hogy meg-
érthessiik, akkor nil egyszeriiek lennénk ahhoz,
hogy ezt megtehessiik. AMERIKAI FALFIRKA

Ebben a fejezetben elsddleges célunk az algoritmus fogalmanak egy lehetséges
pontosabb kdoriilhatdroldsa. A f6 eszkoziink ebben egy egyszerd szamitdsi modell,
az Alan M. Turing' angol kutaté 4ltal kidolgozott Turing-gép lesz. A modell a sz4-
mitégép, a program egyszertsitett és bizonyos tekintetben idealizalt valtozatdnak
tekinthetd. Egyszeriisége ellenére igen erSteljes konstrukcié: minden olyan prob-
Iéma, ami megoldhaté valamilyen algoritmus segitségével, kezelhetSnek bizonyult
Turing-géppel is. A fejezet elején a Turing-gépekkel kapcsolatos egyszert fogal-
mak, eredmények szerepelnek, amiket aztdn késébb gyakran fogunk hasznalni.
Sokdig tgy gondoltik, hogy minden algoritmikus problémaéra van megoldds.
Ha elég szivésan prébalkozunk, akkor elébb-utdbb legy(irjiik a problémat. A har-
mincas években, féként A. Church, K. Godel és A. Turing munkdssdga nyoman
kidertilt, hogy ez tdvolrél sem igaz: vannak olyan feladatok, amelyekre nem létezik

! Alan Mathison Turing (1912-1954) egyike volt szdzadunk legjelentSsebb gondolkodéinak. Si-
keresen foglalkozott matematikdval, a szdmitdsok elméletével és gyakorlatdval, de filozdfidval €s
agykutatdssal is. Munkdssdganak egyik legnevezetesebb része a Turing-gép, és ehhez kapesoldddan
a kiszdmithat6sdg elméletének alapjai. EzekrGl a fejezetben részletesen is lesz sz6. A 1. vildghdborU
alatt 6 vezette azt a csoportot, amelyik feltérte a német tengeralattjarok dltal haszndlt Enigma-kodot.
Ennek 6ridsi szerepe volt abban, hogy a szovetséges konvojok a normandiai invdzidra készitlve za-
vartalanu] kozlekedhettek az atlanti vizeken. A hdbori utdn egyik vezéralakja volt az elsS brit szd-
mitégép. az ACE tervezbgirddjanak. Ot tekinthetjiik a mesterséges intelligencia mint kutatdsi irany
megalapozdjinak is. llyen tdrgyt gondolatai — kéztiik a nevezetes Tiring-teszf — mais nagy hatdsgak.
Megemlitjiik még, hogy a sokak éltal szdmitdstudomanyi-szdmitastechnikai Nobel-dijnak tekintett
kitiintetés neve: ACM Turing Award.
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megold6é médszer. Ennek a kérdéskdrnek, a kiszdmithatdsdg elméletének az elemei
jelentik a kovetkezd témat, amelyet targyalni fogunk. Megismerkediink néhdny ne-
vezetes algoritmikusan eldonthetetlen feladattal (Megélldsi probléma. Hilbert 10.
problémz’lja stb.).

Kordbban mdr foglalkoztunk informaciétomorité modszerekkel. A Kolmogo-
rov-bonyolultsdg segitségével itt azt tanulmdnyozzuk, hogy a véges jelsorozatok
mennyire nyomhatSk Ossze valamilyen algoritmussal. Ki fog deriilni, hogy van-
nak nem vagy csak alig 6sszenyomhaté szavak, s6t, bizonyos értelemben az ilyen
szavak a tipikusak. A mddszer erejét alkalmazasokkal illusztraljuk.

A fejezet végén egy mdsik gépmodellel, a kdzverlen elérésit géppel ismerke-
diink meg. A Turing-gépnek mint elméleti eszkoznek az erénye az egyszerlség.
Ugyanezen tulajdonsdga miatt viszont til nehézkes ahhoz, hogy a segitségével
igazi algoritmusokat frjunk le. Programozdsi eszkdzként nagyobb biintetést jelen-
tene a a legprimitivebb gépi kédnal is. A kozvetlen elérésti gép szamitéerd dol-
gdban, tehdt a megoldhatd feladatok Osszességét tekintve egyenértéki a Turing-
gépekkel. Masfeldl a kozvetlen elérésti gép sokkal jobban hasonlit az igazi szami-
tégépek architektdrdjdra. Ezdltal modot ad arra, hogy szabatos, ugyanakkor gya-
korlatias médon definidljuk a programok idék&ltségét.

7.1. A Turing-gép fogalma

Hosszabb tavii torekvésiink, hogy az algoritmus fogalminak egyik lehetséges pon-
tos megkozelitését adjuk. Ezt nagyjdbdl ugy fogjuk tenni, hogy definidlunk egy
szdmitdsi modellt, egy gépet, és azt tekintjiik algoritmusnak, amit ezzel a gép-
pel meg lehet valésitani. Ez a gép a Turing-gép lesz. A Turing-gép kevéssé ha-
sonlit a ma haszndlatos szamitégépekre. Egy igen egyszerl kozponti részb6l és
néhdny szalagegységhdl all. A kozponti rész, amit véges vezéridnek is neveznek,
a gép munkdja sordn véges sok lehetséges dllapot valamelyikében van. A szala-
gok celldkra vannak osztva. (Ezeket szokds még mezdknek, olykor négyzeteknek
is nevezni.) Egy celldn a gépre jellemz§ rogzitett véges jelkészlet, a szalagjelek
halmazanak egy eleme lehet. A szalagokat egyirdnyban végtelennek tekintjiik. Ez
az egyetlen sajdtossdg, amiben a Turing-gép erdsebb a valdsdgos gépeknél. Mind-
egyik szalaghoz tartozik egy iré—olvasé fej, amely irhatja/olvashatja a fej alatti
mezbt. A fejek mindkét irdnyban léphetnek a szalagjuk mentén. A szalagok ad-
Jak a Turing-gép adattdroldsi lehetSségeit; nincs kiilon belsé meméria és hattértar,
mint az igazi szamitégépeknél.

A gép bemenete egy szalagjelekbdl all6 véges sorozat, ami a szamitds meg-
kezdésekor az egyik szalagra van irva. A gép szamitdsa [épések egymasutanjabol
all. A gép egy Iépéscben elolvassa az éppen a fejek alatt levé jeleket, majd ezektdl



192 7. TURING-GEPEK

Py

€s a kozponti egység belsd llapotdtdl fiiggben ,.cselekszik". Az egyik lehetSség,
hogy megill, azaz nem tesz semmit. A masik lehet&ség, hogy egy-egy jelet ir 4
fejek alatti celldkba, majd egy mez8vel jobbra vagy balra Iépteti, esetleg helybep
hagyja a fejeket, s végiil a kézponti egység \j allapotot vesz fol.

Ha a gép megillt, akkor megnézhetjiik, hogy mi a szdmitds eredménye. A koz-
ponti egység végsd dilapotdt vagy pedig az egyik szalag tartalmdc fogjuk ered-
ményként értelmezni. Eléfordulhat, hogy az adott bemenetre a gép sohasem 4]
meg. Ezt a jelenséget az igazi gépek vildgdbol vett, de itt a végtelen szalagok miatt
kissé pongyola széhasznélattal végrelen ciklusnak is nevezik. A kdvetkezd dbra g
Turing-gép felépitését szemlélteti.

fej
véges vezérld

. fejg g
fejy,
input

Lo [A

k~1.l.7 [C]
k[ IB]

Ezek utdn ismertetjiik a Turing-gép formdlis definiciéjdt. Legyen k egy pozitiv
egész. Egy k-szalagos Turing-gép egy hetessel jellemezhet6:

M = (Qny ijfjngfFY(S)f

ahol

Q : egy véges halmaz, az M gép belsd dllapotainak halmaza. A gép a mikodése
sordn mindig valamelyik g € @ dllapotban van.

T : egy véges halimaz, a szalagjelek halmaza. Egy szalagmez6n mindig egy T'-
beli jel van.

u: egy kitiintetett szalagjel, az iiresjel. A bemenetként felirt jeleken és a gép
szdmitasa sordn kiirt jeleken kiviil minden szalagcelldban ii van. Az iiresjelet
tekinthetjiik dgy, mint a még nem haszndlt mezdk tartalmat.

I: I CT\{i}azinput jelek vagy bemend jelek halmaza, mds szdval az input
abe. A gépnek adott bemenetet az I elemeibél kell osszedllitani. Az iiresjel
nem lehet input jel.
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qo: 9o € Q akezdd dllapot. A gép a munka megkezdése eldit a go allapotban
van.

F: F C Q az elfogads dllapotok halmaza. Bizonyos szdmitdsokndl csak egy
kétértékl dontést virunk a géptdl (pl. az igen-nem vdlaszt igényl8 feladarok
esetében). Ekkor csak azt nézziik, hogy a gép milyen dllapotban allt meg.
Az egyik vdlaszt az jelenti, hogy ez a végillapot F-beli, a mdsikat pedig az,
hogy nem F-beli. Ezzel 6sszhangban a Q\ F'-be tartozé dllapotokat elutasito
dllapotoknak is nevezik.

§: AS:QxTF — Q x (T x {jobb, bal, helvben})* egy parcidlisan értel-
mezett fliggvény, a gép drmenetfiiggvénye. Az dtmenetfliggvény tekinthets a
gép programjdnak. A J fliggvény mondja meg, hogy ha a gép a ¢ dllapotban
van, és az i-edik fej alatt levo szalagjel a; (1 < @ < k), akkor mit kell [épni.

Ennek megfelelSen a §(q; a1, as, ..., ay) nincs értelmezve, ha ez a 1épés a
megdllds. A tobbi esetben a d(q; ay, as, ..., ay) érték 2k + 1 dsszetevdbsl

all. Ezek: a gépnek a [épés utdni ¢’ € Q dllapota; tovdbbd az i-edik szalagra
kiirt b; szalagjel, valamint az ¢-edik fej elmozduldsa (1 < ¢ < k). Az elmoz-
dulds legfeljebb mez&nyi, ezért leirhatd a jobb, bal és helyben lehet6ségek
egyikeként. A § fiiggvényrSl még feltessziik, hogy az F-beli dllapotokon
nincs értelmezve,

A J parcidlis fiiggvény lényegében egy (nem mindeniitt KitGieoet) tdbldzatként
foghat6 fel. Ez a tdbldzat irja le a gép programjit. A Turing-gép a kordbbiakndl
kicsit pontosabban olyan gépnek tekinthetd, amely egyetlen program futtatdsdra
képes.

Az I input abc elemeibgl 4116 véges sorozatokat szavaknak nevezzik. Az I
jeleibSl (betdiibdl) alkotott szavak halmazat I*-gal jeldljik. I* részhalmazait nyel-
veknek nevezziik. Egy L C I'* nyelv elemeit az L nyelv szavainak nevezzik.

A Turing-gép elsé szalagjat inpur szalagnak is nevezziik, mivel azon lehet a
bemenetet megadni. Bizonyos esetekben hasznos, ha kijelolink egy output szala-
got is. Ez annyit tesz, hogy a gép megdlldsa utdn az eredményt ennek a szalagnak
az elejérdl olvassuk le. Az output szalag megaddsa nem tobb, mint a végeredmény
megjelenési helyére vonatkozé eldirds.

A Turing-gép mitkédése

A gép a miikodés elbtt kezdohelyzetben van. Ez azt jelenti, hogy a gép allapota a
9o kezddallapot, az ir6-olvasé fejek a szalagjaik elsd celldjara mutatnak, az s €
I* bemenet az els szalag elejére van irva, az Gsszes tobbi mezén az i tresjel
taldlhato.
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A gép a kezdShelyzetbdl indulva lépéseket tesz. A 1épések tartalmat jelentd
véltozdsokat a § fliggvény irja le: a [épés elbtti dllapotnak és a fejek alatti jeleknek
megfelelS §-érték adja meg az j dllapotot, a kifrandé jeleket és a fejmozgasokat.
Ha a gép egy olyan helyzethez ér, amelyre 6 nincs értelmezve, akkor megéll. Ez
torténik egyebek kozott akkor, ha a gép elfogadd (azaz F-beli) dllapotban van.

A Turing-gép szdmitdsdnak eredménye

A Turing-gépeket kétféle lizemmddban fogjuk tekinteni. Egyfels] nyelvek felis-
merésére, misfeldl fliggvénvek kiszdmitdsra hasznaljuk ket. Az utébbi tipusy
feladatok eléggé természetesek a szdmitdstechnikdban, a velik vald foglalkozds
igy nem igényel kiilondsebb indokldst. Ami a nyelvek felismerését illeti, ezek
olyan feladatoknak tekinthetSk, ahol a szamitds eredménye egyetlen bit: egyet-
len eldéntendd kérdésre kell vdlaszt adni. Az ilyen feladatok elméleti szempontbdl
egyszerlibben megfoghat6k, ugyanakkor elég gazdag a struktirdjuk ahhoz, hogy
segitségiikkel a szdmitdsok dltaldnos tulajdonsdgairdl képet kaphassunk.

Definicio (Turing-gép altal felismert nyelv):

Az M Turing-gép dltal felismert Ly nyelv azokbdl az s € I szavakbdl dll, ame-
Iyekkel mint bemenetekkel elinditva az M megdll, mégpedig elfogadé (uzaz F-beli)
dllapotban.

Ez a fogalom tulajdonképpen az igen—nem kérdések eldontésének felel meg:
képzeljiik el, hogy van egy 4ltaldnos kérdésiink, ami az I'* minden egyes szavdra
értelmes, és a vélasz egy sz6 esetén igen vagy nem. Példaul a kérdés lehet az, hogy
az s € I* sz6 tartalmazza-e a O jelet. Egy ilyen kérdésnél azok a szavak, ame-
lyekre a vilasz igenl6 — az un. igenpéldinyok —, egy L C I* nyelvet alkotnak.
Ha L = Ly, vagyis az igenpélddanyokbdl 4ll6 nyelv éppen az M dltal felismert
nyelv, akkor tigy tekinthetjiik, hogy az M gép gyenge értelemben eldonti a kérdést.
Ha s € I igenpéldany, akkor ezt M véges sok lépésben megdllapitja azzal, hogy
megall elfogadva s-et. Ha s nem egy igenpéldany, akkor cizelldltabb a kép. Lehet.
hogy M ekkor is megdll, sziikségképpen elutasité dllapotban, amit tigy értelmez-
hetiink, hogy ebben az esetben is sikeriilt megvdlaszolnia a kérdést. A definicio
megengedi viszont azt is — és ez a gyenge magyardzata —, hogy a gép s € Lu
esetén sose dlljon meg. Az M tehdt dltaldban véve egy fél algoritmusnak tekint-
het6 az L-nek megfeleld kérdés megvilaszoldsara. Az Ly szavaira j6l miikodik.
az I* \ Lps szavaindl viszont végtelen ciklusba keveredhet.

Definicié (Turing-gép altal kiszamitott fiiggvény):
Legyen M egy kitiintetett outpur szalaggal rendelkezd Turing-gép. Az M dltal ki-
szamitott fyy : I* — I* parcidlis fiiggvényt igy értelmezziik: far(s) = w, ha M
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az 8 € I" inputtal indulva megdll, és megdllds utdn az output szalagon a w € I*
sz0 szerepel az liresjelek dcednja elétt.

Az fy fliggvény tehdt csak azokra az s € I* szavakra értelmezett, amelyek-
kel mint bemenetekkel az M gép véges sok I€pés megtétele utdn megall. Ennél a
szamitdsi médnal kozombos, hogy a megdllds elfogadd vagy elutasité allapotban
tortént-e. Az far(s) eredmény pedig a kitiintetett szalag legnagyobb kezdGdarabija,
ami csupa I-beli bet(ibdl all.

példak: 1. A kdvetkezd igen egyszer(i egyszalagos M gép bizonyos értelemben a
harommal valé oszthatdsdgot donti el. Legyen tehdt k = 1, és

Q={9, 01,90 ¢}, T={0,1i}, I ={0,1}, F = {q,}.

A gépnek négy dllapota van, ebb0l egy elfogadé dllapot. A bemenetet a 0 és 1 je-
lekbdl lehet 6sszedllitani. Mivel M-nek egy szalagja van, a § fiiggvény (dllapot,
szalagjel) alaki pdrokhoz rendel (dllapot, szalagjel, fejmozgds) dsszetétell harma-
sokat. Legyen ezek utdn § a kdvetkezd:

(g0, 1) = (q1,1,jobb), &(qo,t) = (gu, U, helyben),
6(9171) - (q2717j0bb)7 (5((]2,1):(Q(),1,]Obb)

Tegyiik még fel, hogy mads parokra ¢ nincs értelmezve. Az M dtmeneteit nézve
megallapithatjuk, hogy ha O jelet olvas, akkor megdll elutasitd, azaz nem elfogadd
allapotban. Nincs ugyanis a & értelmezési tartomdnydban olyan par, ami a O sza-
lagjelet tartalmazza. Ugyanez a helyzet az i tiresjellel is, kivéve, ha az dllapot gg,
mely esetben M a fejet helyben hagyva atmegy a g, elfogadé dllapotba. Erde-
kesebb, ami egyes olvasdsakor torténik. Ha a gép dllapota ekkor g;, akkor a gép
érdemi fras nélkiil (ugyanazt irja vissza amit olvasott) jobbra Iép, és dtmegy a ¢;+1
dllapotba; itt az dsszeadds modulo 3 értendd. Figyelembe véve még azt is, hogy M
a qo dllapotbdl indul, mindezekbdl arra jutunk, hogy M pontosan azokat a szava-
kat fogadija el, amelyek csupa egyesekbdl dllnak, és a hosszuk oszthaté harommal.
Az M altal felismert Ly, nyelv tehdt

Ly = {1™ : n hdrommal oszthaté természetes szam}.
Itt 1" az n darab egyesbd! 4116 sz6 jelolése; specidlisan 10 = i,

2. Az itt szerepl§ egyszalagos M’ gépet mindkét izemmaédjaban megnézziik. Meg-
hatdrozzuk az L nyelvet és az far fiiggvényt is. Utébbihoz output szalag is kell.
Nincs sok vélasztisunk: az egy szem szalagot haszndljuk erre a célra is. Legyen

Q= {QOan}> T= {0, 1»ﬁ}v I= {0’ 1}7 F= {qv}
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8(q0,0) = (qo,0, helyben), d(qo,1) = (qo,1,j0bb), &(qo, ii) = (gv, 1, helyben).

Masutt § nem definidlt. Az M’ a gg belsS dllapotban maradva lépdel jobbra a
szalag mentén, amig O vagy i jelet nem taldl. Az eldbbi esetben végtelen cik-
lusba keriil, az utébbiban pedig még egy 1-est ir az input utdn, majd megall
elfogadd dllapotban. A gép tehdt a csupa egyesekbdl dll6 szavakat fogadja el:
Ly = {1™;n > 0egész}. Az M' csak az Ly szavaira dll meg, igy ez a
nyelv az fyp parcidlis fiiggvény értelmezési tartomdnya. A gép az 1™ bemene-
ten az 1" ! eredményt adja, vagyis fas (17) = 1"71. Az M’ gépet tekinthetjiik az
f(n) :=n+ 1 fiiggvényt kiszamité algoritmusnak.

Feladat: Az 1. példabeli M gép az undrisan dbrdzolt n szdmrdl eldonti, hogy az
hirommal oszthaté-e. Szerkessziink olyan N Turing-gépet, amelyik a bindrisan
megadott n bemenettel teszi ugyanezt,

Taldn az el6z6 példak hihet6vé teszik, hogy tényleg lehet szamitdsokat vé-
gezni Turing-gépekkel. A tényleges gépek és a Turing-gépek szamitdereje kozotti
kapcsolat tovabbi hangsiilyozdsaul megjegyezziik, hogy utébbiak leirhatok prog-
rammal. Egy lehetséges megoldds, hogy helyet foglalunk a szalagok véges darab-
jainak. Ezeken nyilvdntartjuk a fejek helyzetét; legyenek ezek az fy, fo, ..., fi
véltozékban. A gép mindenkori bels§ dllapotdt pedig a ¢ valtozéban tdroljuk. Ezu-
tan egy végtelen ciklust szerveziink, aminek magjdban a kovetkez6k szerepelnek:

e Az olvasdfejek alatti szalagjelek beolvasdsa az zq, .. ., zy valtozékba.

e a ¢ tdbldzat minden bejegyzésére egy programrészlet a kdvetkezd minta sze-
rint: a 8(q;;a1,as...,a5) = (g5; (b1, bal), (ba, helyben), ..., (by, jobb))
érték megfelelje legyen

ifg=g;andz; = a; and 3 = as and ... and z; = a;, then begin
q:= q;;
x1:=by; ;o i=by; ... = by
Az g; tartalmdnak kifrdsa az f; viltozokkal azonositott helyekre
(i=1,2,...,k);
fi=h-L . 5 fki=fi+ 1
end;

e Megdllds abban az esetben, ha § az adott helyen nincs értelmezve.
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Az irodalomban a Turing-gépeknek tobbféle, a részletekben kisebb-nagyobb
eltéréseket mutaté meghatdrozasaval taldlkozhatunk. Ilyen eltérés lehet, hogy a
szalagokat mindkét irdnyban végtelennek vessziik. Az eltérések azonban elméleti
szempontbdl nem jelentSsek; a kiilonbozd géptipusok egyenértékiisége némi mun-
kaval igazolhato. Konnyen dtalakithat6 pelddul egy Turing-gép ugyanazt a nyelvet
felismerd, de csak egyetlen elfogadé dllapottal rendelkez6 géppé. Ennek meggon-
dolasat az olvaséra bizzuk.

7.2. 1do- és tarigény

A Turing-gép mint modell egyik erénye, hogy segitségével elég egyszerden vizs-
galhatjuk a szdmitdsok id6- €s tdrigényét. Az M Turing-gép szdmoldsi ideje az s
inputon a megdalldsdig végrehajtott épések szdma, tdrigénye pedig a felhasznélt
(olvasott) szalagcelldk szdma. Ha a gép input szalagja csak olvashatd, akkor eldir-
~hatjuk, hogy ez a szalag ne szdmitson bele a tirigénybe. Hasonlé a helyzet a csak
irdsra szolgdl6 output szalaggal (amin sosem [€phetiink balfelé). Az a megfontolds
all emogott, hogy kizdrdlag az érdemi munka helyigényét mérijiik, és ne foglalkoz-
zunk a bemenet olvasdsdnak és az eredmény irasinak (elkertilhetetleniil fellépd)
kéltségével. Ugy is fogalmazhatunk, hogy csupén a munkaszalagokon, az irdsra és
olvasdsra is haszndlatos szalagokon felhaszndlt hely szdmit.

A hdarommal valé oszthatésigot eldontd M gép szdmoldsi ideje az 1™ bemene-
ten n + 1. A tdrigény fiigg attél, hogy miként szemléljiik a szalagot. Tekinthetjiik
csak olvashaté input szalagnak, hiszen a gép sohasem frja (ami azt jelenti, hogy
mindig a régi értéket irja a fej alatti mez&be). Ekkor a tarigény minden bemene-
ten 0. Ha viszont a szalagot munkaszalagnak vessziik, akkor az 1™ bemeneten a
tarigény n + 1 lesz. Az f(n) := n + 1 fliggvényt kiszamité M’ gép szdmolasi
ideje az 1™ széra n + 1, az 110 széra pedig végtelen, hiszen a 0 olvasdsa utdn M’
Végtelen ciklusba esik. A szalagot tekinthetjiik csak irhaté output szalagnak, mert
a g€p sohasem lép balra. Ekkor a tirigény minden bemeneten 0. Ha viszont mun-
kaszalagként szemléljiik, akkor 1"-nél a tdrigény n + 1, az 110 bemeneten pedig
3.

Szeretnénk beszélni az algoritmusok (Turing-gépek) sebességérdl, illetve tar-
felhaszndlds szerinti hatékonysagirél. Ebben tilsdgosan elaprézott megkozelités
lenne, ha minden s € I'* széra kiilon vizsgalndnk a lépésszamot vagy a tarigényt.
Ennél egyszeriibb, de még mindig elég informativ megoldast kapunk, ha a bemenet
hosszdnak fiiggvényében vizsgiljuk ezeket az igényeket.

Jelolje Ty (n) az M gép maximdlis szamoldsi idejét az n jelbél dllé bemeneteken.
Az n hosszi szavakon a maximdlis tdrigényt Sy (n)-nel jeloljiik.
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Ha van olyan n jelbdl dll6 s € I* sz6, amellyel elinditva M nem 41l meg véges
sok 1épés utdn, akkor Thr(n) értékét végtelennek tekintjiik. Hasonlé mondhats az
S fliggvényrdl is.

A hdrommal val6 oszthatésdgot tesztel6 M gépre Ths(n) = n + 1, ha pedig a
szalagjat munkaszalagnak vessziik, akkor Sps(n) = n+ 1. Amiaz M’ gépet illeti,
Ty (n) = oo, han > 0, hiszen a nulldt tartalmazé bemeneteken a gép nem 4l
meg. Ha M’ szalagja munkaszalag, akkor Spsi(n) =n + 1.

A Ty és Sy fiiggvények segitségével lehetGség nyilik arra, hogy algoritmuso-
kat hatékonysag szempontjabol 6sszehasonlitsunk. Ha példaul M és N két Turing-
gép, melyekre Ty(n) < Tn(n) teljesiil minden elég nagy n-re, akkor az M al-
gorttmust gyorsabbnak mondhatjuk az N algoritmusnal. Ily mddon beszéihetiink
arrdl, hogy egy adott feladatot megoldé két moédszer koziil az egyik hatékonyabb,
mint a mastk.

Algoritmikus probiémak megoldésa sordn igyeksziink minél jobb mddszereket
taldlni. Ha példdul az L nyelv idGben hatékony felismerése a feladat, akkor olyan
M algoritmust keresiink, amelyre a Ty (n) fliggvény elég lassan n6. Természetes
torekvésnek tlinhet, hogy ilyen értelemben a legjobb mdédszert keressiik. Legjobb

PaVe

mddszer azonban nem feltétlentil 1étezik, amint azt a kovetkezd tétel mutatja.

Tétel (gyorsitasi tétel): Van olyan L nyelv, amelyre igazak az aldbbiak:

1. Az L felismerhetd egy olyan M Turing-géppel, melyre Tpr(n) véges minden n-
re.

2. Tetszbleges, az L-et felismeré N Turing-géphez van olyan N' Turing-gép,
amelyre I = Ly szintén teljesiil, tovabbd Ty (n) = O(log T (n)).

0

A bizonyitdst melldzziik. A tételbeli L nyelvet felismerd barmely algoritmus
exponencidlisan felgyorsithaté. Ezért nem létezhet a feladatra leggyorsabb algo-
ritmus. A feladatok id6- és tarigényének értelmezésében tehat Gvatosabban kell
eljarni. A kovetkezs fejezet elején visszatériink ehhez a gondolatkorhoz.

7.3. Néhany szimulacio

Ebben a szakaszban néhédny olyan tényt ismertetiink, amelyek azt mondjak, hogy
bizonyos tipusi Turing-gépek helyettesithetSk, szimuldlhaték méasfélékkel. A szi-
muldlé gép egyenértéki az eredetivel abban az értelemben, hogy ugyanazt a nyel-
vet ismert fel, illetve ugyanazt a fiiggvényt szdmitja ki. BemelegitSnek egy felada-
tot ajanlunk:

Feladat: Legyen M egyszalagos Turing-gép. Mddositsuk M-et igy, hogy a ka-
pott M’ gép egyenértékii legyen M-mel, azaz Ly = L fm = fap teljesiiljon;
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tovibbd az M’ gépnek pusztin az aktudlis allapotabol Kideriljon, hogy mi volt a
szalagjel, amit utoljdra olvasott. (Az M’ gép dllapotai legyenek gq és a (g, a) alaky
parok, ahol g, q az M dllapotai, a pedig az M szalagjele. Az M gép § dtmenet-
fiiggvényét terjessziik ki a parokra dgy, hogy az elsé komponensnek megfelelden
utdnozzuk M 1€pését, a mdsodik komponens pedig az éppen olvasott szalagjeinek
feleljen meg.)

A feladattal azt szerettiik volna érzékeltetni, hogy a belsg llapotok segftsé-
gével fenntarthatunk a gépben egy rogzitett méreti memériat. Hasonlé megoldis-
sal tdrothattuk volna mondjuk a fej helyzetének modulo 5 osztisi maradék4t vagy
barmi mas korldtos mennyiségd informdciot.

A szimuldcids eredmények egy része olyasmit mond, hogy az egyszertibb gé-
pek viszonylag kézben tarthatd hatékonysdgvesztéssel meg tudjdk tenni ugyanazt,
amit a bonyolultabbak. A kdvetkezé eredmény szerint az, amit el lehet végezni sok
szalaggal, véghezvihets egyetlen szalaggal is. A tétel gyakran ad médot arra, hogy
csak egyszalagos gépekre korldtozzuk a figyelmiinket.

Tétel: Legyen M egy k-szalagos Turing-gép. Van olyan egyszalagos M’ Turing-
gép, melyre
Ly = Ly (vagy far = fur), tovdbbd

Tar(n) < 25 (n),

Bizonyitas: M’ épitésekor az M-hez képest alaposan felfdjjuk a szalag abc-t, és
megnoveljlik a belsd dllapotok szdmdt is. Az M’ egyetlen szalagjdn 2k csik lesz. A
21— 1-edik csik felel meg az M i-edik szalagjanak, mig a 2¢-edik csikban az i-edik
fej helyén egy megkiilonboztets jel, x szerepel. Az M’ szalagjanak egy mezején &
eredeti szalagjelet és k darab fej-helyzetr6l tajékoztaté jelet kédolunk.

l.szalag | D|--- | A] .- |B
1. fej [ I O R A i
k.szalag | D | --- | D

kfej |a]--|d| =

A rajzon egy oszlop felel meg az M' egyetlen szalagmezejének. Az dbrézolt hely-
zet az M szalagjainak azt az éllapotdt tiikrozi, amikor az els6 és a k-adik szalag
els§ mezején is D van, az elsS fej alatt A, a k-adik fej alatt pedig B olvashatd, stb.

Az M’ -nek ssszesen (2t)F szalagjele van, ahol £ az M szalagjeleinek a szima.
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M’ az M gép egy 1épését egy legfeljebb 2T (n) 1épésbdl 4116 menetben uta-
nozza. El&szor a szalag elejérdl indulva jobbra elmegy a legmesszebb levé z jelig,
és kozben leolvassa az x-ek felett taldlhaté eredeti szalagjeleket. Ezeket a belsg
allapotaiban tdrolja. (Ezt a feladatban javasolt mddszerrel teheti.) A menetelés so-
rdn egy hellyel jobbra mozditja az ttjdba esd z-eket, kivéve az utolsé oszlopban
levé(ke)t. Ebben a helyzetben a gép ismeri M allapotat és a fejei alatti jeleket, igy
meghatarozhatja a M kovetkezd dllapotit és a kifrandé jeleket.

Ezutdn M’ legfeljebb egyet Iép jobb felé, majd egyenesen visszabaktat a sza-
lag elejére. Ekozben kiitja az M fejeinek régi helyére a k darab jelet, amiket A
irt volna, és az M fejmozgdsainak megfelelden athelyezi az x-eket. Utdbbiaknal
hasznos, hogy kordbban jobbra léptettiik ezeket a jeleket. Igy mindezek megold-
haték gy is, hogy csak balfelé megytink.

Ha n jelbdl al16 bemenettel kezdjiik a munkat, akkor egy meneteben az M’ feje
legfeljebb T (n) lépést tesz jobbra, kovetkezésképpen legfeliebb ugyanennyit
mehet balra. Az M egy 1épését igy nem t&bb, mint 2T (n) 1épéssel szimuldl-
tuk. Az M’ pontosan akkor alljon meg (fogadja el a bemenetet), ha M ezt teszi.
{gy a szdmoldsi id8 Thpr (n) < 2T (n)Tar(n) = 2T%,(n).

Ha fliggvényt szdmitunk, akkor az utolsé 1épés visszatérd fazisidban az M
output szalagjanak megfeleld csikot kivéve mindenhova lresjelet frunk. Tessziik
mindezt azért, hogy az eredmény az M bemend betiiivel legyen frva.

A tdrra vonatkozé dlitdsbdl ezutdn csak a +n tag szorul némi magyardzatra.
Ez azért szerepel, mert ha M -nek kitlintetett input szalagja volt, akkor a bemenet
hosszat, ami n, nem szdmitottuk bele Sys(n)-be.

a

A kovetkezs tétel szerint a szimuléicid idSvesztesége kisebb lesz, ha egy helyett két

szalagot engediink meg. A bizonyitds az elébbinél bonyolultabb; nem részletezziik.

Tétel: Az M k-szalagos Turing-géphez megadhaté olyan 2-szalagos M' Turing-
gép, amely az elébbi értelemben szimuldlja M -et,

Tpr(n) < O(Tp(n)log Tar(n)), és

Smr(n) < Su(n) +n.

A most terftékre keriil tény azt sugallja, hogy az algoritmusok idGigényét sok
esetben legfeljebb csak dllandé szorzé erejéig érdemes nézni. A Turing-gép al-
kalmas megvdlasztdsdval ugyanis a multiplikativ konstans majdnem tetszSlegesen
lefaraghatd.
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Tétel: Tegyiik fel, hogy az M Turing-gép az L nyelvet ismeri fel, és Tar(n) < cn
teljestil egy ¢ > 0 dllanddval. Ekkor tetszéleges € > 0-ra van olyan L-et felismeré
M’ Turing-gép is, hogy alkalmas ng € N szdmmal

Tyr(n) <n(l+e¢€), han > ng.

Bizonyitas: Az M’ gépet gy tervezziik, hogy az M sok egymés uténi 1épését ke-
vés 1épésben utdnozni tudja. Pontosabban egy kellen nagynak valasztott m szam-
mal az fog teljestilni, hogy arégi gép m lépésct az \ij legfeljebb 7 1épésben elvégzi.
Osszuk fel evégbdl az M szalagjait m egymas utdni mez&bdl 4116 blokkokra. Egy
ilyen blokk tartalmat az M " egyetlen szalagjelben tdrolja. Eszerint, ha M-nek ¢
szalagjele van, akkor az dj gép t™ betiit hasznal. Az M'-nek eggyel tobb szalagja
lesz, mint M -nek. Az els6n, amit csak olvas, az M bemenete szerepel. Ennek tar-
talmdt az érdemi munka el6tt dtkodolja egy masik szalagra, utdna a régi bemend
szalaggal nem foglalkozik. A tobbi szalag — tdmorebb kddoldssal — ugyanazt fogja
tartalmazni, mint az M megfeleld szalagjai.

Nézzik most, hogy mi torténik a szalagokkal az M gép m egymast kovets
1épése sordn! A lényeges észrevétel, hogy ami ezalatt végbemegy, az csak a fe-
jeket tartalmazd blokkoktdl és azok kdzvetlen szomszédaitdl fligg, hiszen a fejek
legfeljebb m cellanyira mozdulhatnak el. Valtozasok is csak eme blokkokban le-
hetségesek.

M' tehdt nagy vonalakban a kovetkezOket teszi: szalagonként harom szom-
szédos jel (ami hdarom blokkot jelent M -nél) megvizsgdlasa utin M dtmeneteinek
ismeretében a ,,memdridjaban” meglépi M kovetkezd m 1épését. Ezutdn az ered-
ménynek megfeleléen feliilirja a szomszédos mez6hdarmasokat, majd helytikre te-
szi a fejeket. A sziikséges memdria a feladatban vazolt eljardssal képezhetd.

Ezek szerint az m 1épés szimuldciéjdhoz a szalagok olvasasa-+irdsa elvégez-
hetS egy bal-jobb—jobb—bal-bal 1épéssorozatban (a szalagok elején ennél rovideb-
ben is). Legfeljebb tovdbbi két jobbralépés sziikséges lehet, amikor az M hely-
zetének megfeleld blokkokra dllitjuk az M’ fejeit. Igy M’ legfeljebb 7 1épésben
elvégzi az M gép m 1épését. A bemenet dtkédolasa, majd a kodolt szalagon a
fejnek a szalag elejére mozgatdsa dsszesen n + [%] Iépésben megtehets. Az M’
Iépéseinek szdmit igy becsiilhetjiik:

n Tm(n)

T
TM’(”)S”+[E1+7[—m—1 §n+%+——n%l—)+8§

7 1 7 8
§”+£+ﬂ+§ﬁSn(1+ﬁ+—c+—)§n(1+e),
m m n m  m n

ha m és n olyan nagyok, hogy L + € + 8 < ¢ O
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Hasonlé érveléssel megmutathatd, hogy ha lim inf,, _, o, Zf‘in(i) = 00, akkor M’
vélaszthaté vigy, hogy tetszéleges ¢ > 0-ra €s elég nagy n-re T (n) < cTa(n)
teljesiiljon.

A szimuldcids eredményeket azon az dron értiik el, hogy mind a jelek sza-
mat, mind a belsé dllapotok szidmat megndveltiik. Szdmitégépes hasonlattal €lve:
komolyabb, bonyolultabb , hardvert" hasznaltunk. Nagyobb (t6bb allapotd) a koz-
ponti egység, és nagyobb a jelhalmaz is. A forditott irdnyt illetéen megjegyezziik,
hogy — konstansszoros hatékonysdgvesztés drdn ~ a szalagjelek szdma a szokdsos
bindris kédoldssal 2-re csokkenthetd.

Megemlitjiik még, hogy a legutébbi tétel huncutsdg abban az értelemben, hogy
a szalagjelek szamanak korldtlan ndvelhet8ségére épitettiik a bizonyitdst. Az érde-
kes tanulsag ebbdl az, hogy a Turing-gépmodellben a feladatok idGigénye fiigg a
jelkészlet méretétsl.

7.4. A Kkiszamithatosag alapfogalmai

Ebben és a kovetkezd néhdny részben az algoritmussal valé kiszamithatdsdg ha-
tarait feszegetjiik. Hogy err6i értelmesen beszélni tudjunk, pontosan meg kell ha-
taroznunk az algoritmus fogalmat. Azt fogjuk algoritmikusan kiszdmithatonak te-
kinteni, ami Turing-géppel kiszamithat6. A tovabbiakban legyen I egy nem iires
véges halmaz. Olyan gépekkel fogunk foglalkozni, melyeknek az input abc-je 1.

Definici6 (rekurzive felsorolhaté nyelv): Az L C I* nyelvet rekurzive felsorol-
haténak nevezziik, ha van olyan M Turing-gép, melyre L = Ly, azaz a gép dltal
felismert nyelv éppen L.

Ahogy mdr kordbban emlitettiik, ez annyit tesz, hogy van egy fél algorit-
musunk az L (illetve a neki megfeleld igen-nem kérdés) eldontésére. Megeshet
ugyanis, hogy egy s € I* \ L széval elinditva az M nem 4ll meg. A végtelen
ciklusok kizdrdsdval kapjuk a kdvetkezd fogalmat:

Definici6 (rekurziv nyelv): Az L C I* nyelv rekurziv, ha van olyan M Turing-
gép, melyre L = Ly, és M minden s € I szdra megdll.

Nyilvanvald, hogy egy rekurziv nyelv rekurzive felsorolhaté is. A rekurziv,
illetve rekurzive felsorolhaté nyelvek halmazdra az R, illetve RE jelolést hasznal-
Juk:

RE ={L CI': L rekurzive felsorolhats}.
R={LCTI*: L rekurziv}.

Analég fogalmak értelmezhetSk (parcidlis) fiiggvényekre:



7.4. A KISZAMITHATOSAG ALAPFOGALMAI 203

Definici6 (parcidlisan rekurziv fiiggvény): Az f : I* — I* parcidlis fiiggvény
parcidlisan rekurziv fiiggvény, ha létezik olyan M Turing-gép, hogy f = fur. Ha
ezen til még f minden s € I* inputra értelmezve van, akkor f egy rekurziy fiigg-
vény.

A meghatdrozdsbdl azonnal kivildglik, hogy egy rekurziv fiiggvény egyben
parcidlisan rekurziv is. A rekurziv elnevezés onnan ered, hogy a rekurziv fliggvé-
nyek éppen azok a fiiggvények, melyek bizonyos egyszerd fliggvényekbé] rekurzié
segitségével felépithetSk. Ezzel a szintetikusnak mondhaté megkozelitéssel nem
foglalkozunk. A rekurzive felsorolhato kifejezés arra szdndékozik utalni, hogy a
nyelv szavai egy alkalmas eljdrdssal felsorolhatdk. Erre késébb (7.7.2. szakasz)
még visszatériink.

A rekurziv nyelveket és a rekurziv fliggvényeket fogjuk algoritmussal kezel-
het6 nyelveknek €s fiiggvényeknek tekinteni. Felmertithet a kérdés, hogy nem til
szlik-e ez a meghatdrozds. Nincsenek-e olyan algoritmusok, amelyek nem valdsit-
hat6k meg Turing-géppel? Példdul Pascal-programmal nem lehet-e tobb fiiggvényt
kiszdmitani? EIs6 halldsra talin meglepd lesz a valasz: szdmos kisérlet ellenére
sem sikeriilt eddig olyan algoritmusfogalmat megadni, amely egyrészt megvaldsit-
hat6 a gyakorlatban, mdsrészt a Turing-kiszamithatésdgndl erSsebb. Tgy példaul,
ami elvégezhetd Pascal-programmal, arra szerkeszthetd Turing-gép is. Erre — a
kozvetlen elérésti gép kapesédn — ldtunk majd bizonyftékot. A Turing-gépeknek ezt
a figyelemreméltd tulajdonsdgit fogalmazza meg a Church-Turing-tézis.

Church-Turing-tézis: Ami algoritmussal — azaz véges eljdrdssal — kiszdamithato
(eldonthetd), az Turing értelmében kiszdmithato (eldonthetd). Nevezetesen:

o Egy f: I* — I* parcidlis fiiggvény kiszdmithaté <  f parcidlisan rekur-
ziv.

o Egy f: I* — I* (teljes) fiiggvény kiszdmithato <  f rekurziv.

o Egy L C I* nvelvre a nyelvbe tartozds problémdja algoritmussal eldonthetd
& L rekurziv,

Hangsilyoznunk kell, hogy ez a tézis nem tekinthetS formdlisan bizonyitott
allitasnak. Azt a tapasztalati tényt fejezi ki csupdn, hogy eddig nem sikeriilt a
Turing-gépek erejét meghaladé realisztikus szamitdsi modellt taldlni. Megtortén-
het — noha nehéz elképzelni —, hogy valaki kitaldl egy megvaldsithatd szamito-
eszkdzt, amivel nem rekurziv fliggvények is kiszdmithaték. Egy ilyen fejlemény
megdontené a Church-Turing-tézist.
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A Church-Turing-tézist elfogadva a kovetkezd két Allitds vigy €értelmezhet§,
hogy nem lehet mindent algoritmussal eldonteni, illetve kiszamitani. Vannak algo-
ritmussal nem felismerhetd nyelvek és nem kiszamithaté fliggvények.

Allitas: Van olyan L' C I* nvelv, amely nem rekurzive felsorolhato.

Bizonyitas: Egy Turing-gép leirhaté véges jelsorozattal, pl. magyarul. Ezért az
Osszes gép szdmossdiga megszamldlhaté. Ez annyit tesz, hogy mind felsorolhaté
természetes szdmokkal sorszdmozva. Legyen My, My, Mo, ... egy ilyen felsoro-
las. A gép egyértelm@ien meghatdrozza az 4ltala felismert nyelvet, vagyis a rekur-
zive felsorolhatd nyelvek is sorszdmozhatdk a természetes szamokkal tgy, hogy
egy se maradjon ki: Lazy, Lagy, Ly, - - .- Elég megmutatni ezutdn, hogy az L C I*
nyelveket nem lehet ilyen médon megszamozni. Ebb&l egybdl kovetkezik, hogy
van olyan L' nyelv, ami nem nyelve egyetlen gépnek sem. (A halmazelmélet ele-
meiben jartas olvasénak: a rekurzive felsorolhaté nyelvek halmaza megsziamlal-
hat6, az 6sszes nyelvé pedig kontinuum szdmossdgu.)

Az I elemei, a véges hosszisiagi, I-beli jelekb0l képzett szavak is megsza-
mozhatok természetes szamokkal. Hasznos szdmozast ad a kanonikus felsorolds:
vegyiik el8szor az tires sz6t, majd soroljuk fel az 1 hossziakat, utanuk a 2 hosszu-
akat, és fgy tovdbb. Az azonos hosszisdgi szavak az I* lexikografikus rendezése
szerint kovessék egymadst. Ehhez feltessziik, hogy adott az I halmazon egy rende-
zEs. A kanonikus felsorolds az I'* szavainak egy wg, wy, wa, . . . sorrendjét adja.

Megmutatjuk ezutdn, hogy van olyan L' C I* nyelv, amely nem lehet benne a
rekurzive felsorolhaté nyelvek Lys,, Lar,, Lar,, - - . sorozatdban. Az L' nyelvnek
a w; sz6 pontosan akkor legyen eleme, ha w; & Ly, 1 = 1,2,.... Az L' definici-
6ja korrekt. Ugyanis tetszdleges w € I* szérél egyértelmien rendelkeztiink, mert
minden sz6 pontosan egyszer szerepel a kanonikus felsoroldsban.

Az L' nyelv nem egyezhet meg egyetlen Ly, alaki nyelvvel sem, hiszen a
w; s20 L' &s Ly, koziil az egyiknek eleme, a mésiknak nem. Az L' tehdt nem
rekurzive felsorolhaté. O

Az eljardst, amellyel L'-t meghatdroztuk, Cantor-féle dtlés médszernek nevez-
ziik. Az elnevezés egyik lehetséges magyarazata a kovetkez6. Az I feletti nyelvek
és a végtelen ,igen—nem" sorozatok kozott I* kanonikus felsoroldsa alapjan kol-
csondsen egyértelmii megfeleltetés hozhat6 Iétre: egy L C I* nyelvnek az a soro-
zat felel meg, melynek az i-edik tagja pontosan akkor ,,igen”, ha L-ben benne van
a w; sz6. Készitslink egy tdbldzatot, aminek az i-edik sora az Lz, -nek megfeleld
igen-nem sorozat. A tdbldzat oszlopait a w; szavakkal indexeljiik.
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wo wh . w; Wi++1

Ly, | nem nem ... nem nem
Ly, | igen nem ... nem nem
Ly, | nem igen ... igen nem
Ly, | igen nem ... nem nem
L igen igen ... nem igen

Az L' nyelv sorozatdt — ami a rajzon az alsé sorban van — gy kapjuk , hogy
a tablazat foatldjaban levd elemeket az ellenkezGjiikre viltoztatjuk. A Cantor-
mdédszer alapvetd eszkoz a kiszamithatatlansdgi eredmények igazoldsdban.

P

Fiiggvényekre a megfeleld allitas az el6z6h6z hasonléan bizonyithatd. Itt azt
lehet megmutatni, hogy az Osszes f : I* — I* fliggvényt nem lehet felsorolni.

Allitas: Létezik olyan f = I* — I* parcidlis fiiggvény, amely nem parcidlisan
rekurziv. [

7.5. Az univerzalis Turing-gép

Ennek az el8készits jellegii résznek a tanulsdga tgy foglalhaté ossze, hogy fordi-
toprogramok pedig léteznek. Ezen senki sem lepddik meg kiilondsebben, hiszen
se szeri, se szdma a kiilonféle forditéprogramoknak. Olyan programok ezek, ame-
lyek képesek mds programokat értelmezni, futtatni. Szinte el sem lehet képzelni
nélkiiliik a szamitégépes vildgot. Létezésiik tehdt hasznos tény. Ugyanakkor, mint
késdbb latni fogjuk, természetesen vezetnek algoritmussal kezelhetetlen feladatok-
hoz.

Az univerzalis Turing-gépek a forditéprogramok népes csaladjan beliil az in-
terpreterck kozé tartoznak. Bemenetiik két részb6l dll. Az egyik komponens az in-
terpretdlandé program, ami egy M Turing-gép leirdsa. Az M-r6l kényelmi okok-
bdl feltessziik, hogy egy szalagja van, a bemen6 abe-je I = {0,1}, és egyetlen
elfogadé dllapota van (|[F| = 1). A szimuldcidk kapcsan ldttuk, hogy az elfo-
gadd/kiszamits képesség szempontjabdl ezek nem lényeges megszoritdsok: bar-
mely N gép atalakithaté ilyenné gy, hogy a kapott 4j gép is az Ly nyelvet ismerje
fel, illetve az fx fiiggvényt szamolja ki.

Az univerzilis gép bemenetének mdsik része az interpretilandé M gép tet-
szleges s € I* bemenete. Az univerzdlis gép az M lefrdst, mis sz6val kddjdt
értelmezve 1épésrdl I€pésre utdnozza M miikddését az s bemeneten.
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Az elsS teend6 tehdt, hogy az interpretilandé M gépbdl ,adatot” csindljunk,
amit majd az univerzdlis gép olvasni tud. Ez nem kiilonosebben nehéz. Arra kell
iigyelniink csupéan, hogy minden M gép kédja egy véges bitsorozat legyen, és g
kédolds/dekddolds algoritmussal (Turing-géppel vagy Pascal programmal) elvé-
gezhetd legyen.

A Turing-gépek egy lehetséges kédolasa

Tegyiik fel, hogy & = 1, M = (Q,T,1,1,d,90,F), I = {0,1} és |F| =
Azt is feltehetjiik, hogy a gép megaddsdban szerepld szimbdélumok mind szamok. -
Mondjuk legyen

.12{071}) T:{O’]‘""7t}’

e @=1{0,1,...,9}, 9 =0, F={q},
e balra = 0, jobbra = 1, helyben = 2
Ekkor az M Turing-gép lefrdsa, kédja legyen:
qHt#EQHFOFQHTIHEMIH L FeH e Fm

ahol a megfeleld szimokat bindrisan irjuk le, tovdbba § értékeit (mindazokon a
helyeken, ahol § értelmezett) a kovetkez8képpen soroljuk fel:

ad(qi, xi) = (g}, 5, m;) tény kédja q;#x; #q;F#;#m;.
Itt ¢;, ¢} allapotok, z;, = szalagjelek kddjai, m; pedig fejmozgast jelol. Feltehetd
az is (pl. az # = 11, 0 = 00, 1 = 01 dtirdssal), hogy M leirdsa egy [*-beli
(I = {0,1}) sz6. A kddolds Iényeges vondsait igy Osszegezhetjiik:

Minden széba jové M gépet egy w € I* szoval irunk le. Tetszbleges w € I*
szohoz legfeljebb egy gép van — ennek jele legyen M, —, amelynek a kédja w. Az M
ismeretében a w kod algoritmussal kiszdmithaté. A w leirds ismeretében pedig az
M., gép jellemzdi (dllapotai, drmenetfiiggvénye, stb.) algoritmussal megkaphatok.

A kovetkez§ tételben pontosan megfogalmazzuk, hogy mit értiink univerzdlis
Turing-gép alatt, és vdzlatosan meg is adunk egyet. Figyelemre mélté a konstruk-
ci6 analégidja a szdmitégépes programozasi gyakorlatbdl ismert interpreterekkel
(mint pl. a BASIC nyelv interpreterei).

Tétel: Van olvan 3-szalagos U Turing-gép, amelyre teljesiil a kivetkezd: ha
w,s € I*, és My, létezik, akkor az U gép a w#s bemenetet pontosan akkor fo-
gadja el (utasitja el, keriil vele végtelen ciklusba), ha My az s bemenetet elfogadja
(elutasitja, végtelen ciklusba keriil vele).
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Bizonyitds: Csak vazoljuk az U gép szerkezetét. A nem kiilondsebben érdekes
részleteket mell6zziik. Az U els6 szalagja a w#s inputot tartalmazza, és csupdn
a w értelmezgetésére (lényegében az M, atmenetfiiggvényét leird tablizatnak a
bongeszésere) szolgdl. Az U gép mdsodik szalagja M, egyetlen szalagjanak fe-
lel meg. Tartalma és a fej helyzete az U mikodése soran mindig azonos az My,
éppen szimuldlt lépésekor tapasztalhaté szalagtartalommal, illetve fejpozicidval.
U harmadik szalagja az My, -nek a szimuldlt helyzetben érvényes belsd dllapotat
(pontosabban annak leirdsat) tartalmazza.

U a szimuldcid tényleges megkezdése elStt egy kis el6készitd munkit végez.
El6szor ellendrzi, hogy M, 1€tezik-e. Ha nem, akkor itt megdll elutasits allapot-
ban. Ellenkezd esetben dtmdsolja az s inputot a masodik szalagjéra, és a harmadik
szalagra a kezd6allapot kédjdt jegyzi fel. Az el6készité munka utin U szalagjai
igy festenek:

Lw#s
E

1‘10

Az U az M, gép egy I1épését tobb Iépésben szimuldlja a kovetkezSk szerint:
a w leirds alapjdn meghatdrozza, hogy M, mit Iépne, ha U mdsodik szalagjan
a fej alatt talalhaté jelet a harmadik szalagon dbrdzolt belsd dllapotban litja. Ha
mondjuk a szalagjel a, az allapot pedig ¢, akkor w-bdl a §(q, a) leirdsat kell értel-
meznie. Ennek ismeretében meglépi M,, 1épését; ennek megfelelGen médositja a
mdsodik és harmadik szalagot. Kénnyen ldthatd, hogy egy ilyen szimuldcids [€pés
tényleg megvaldsithaté Turing-géppel. U szalagjai kozvetlentiil az M,, gép i-edik
1épésének szimuldcidja utdn igy néznek ki:

[ wHEs

[ M, szalagja az i-edik 1épés utdn

[ M, belsd dllapota az i-edik 1épés utdn

U akkor 4ll meg, ha M,, megill. Ez esetben pontosan akkor fogadja el a w#s
bemenetét, ha a megdllds utdn az M, elfogadé dllapotdnak kddja van az utolsé
szalagon. Mindezekb&! konnyen ldthatd, hogy az itt korvonalazott U megfelel a
tétel kovetelményeinek. O
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7.6. Alapveto kiszamithatatlansagi tételek

Ha nem vagyok itt, a Hiorpentében keressen. Ha nem vagyok
a Héorpentbben, akkor itt vagyok. Kivétel Violin, a ﬁ'ilrebeszto”
zenész. O, ha it vagyok, keressen a Horpentdben, ha meg a
Horpentdben vagyok, itt keressen. LAZAR ERVIN
(A Srdf mester ajtajan levd felirat
Berzsidn és Dideki torténetébdl.)

Most mdr megvannak az eszkdzeink, amelyekkel a kiszamithatdsdg korldtaira
vonatkoz6 elsé klasszikus eredményeket igazolni tudjuk. Megmutatjuk, hogy nem
minden nyelv rekurzive felsorolhaté; tovabbd, hogy nem minden rekurzive felso-
rolhaté nyelv rekurziv. Ervényesek tehdt a kovetkez szigort tartalmazdsi relaciok
(27" jeloli az Gsszes I feletti nyelvbl 4ll6 halmazt):

R CREC2.

oo

A nyelvek definfcidjdban tovabbra is az el§z8 részben szerepld Turing-gépekre
fogunk szoritkozni. Ezek egyszalagosak, az input abc-jiik {0, 1}, és egyetlen elfo-
gadé dllapotuk van. Epiteni fogunk az univerzilis gép tirgyaldsakor ismertetett
kédoldsra is.

7.6.1. A diagonalis nyelv — egy nem rekurzive felsorolhaté nyelv

Mint mdr ldttuk, 1étezik nem rekurzive felsorolhaté nyelv. Egy ilyen L’ nyelv Iéte-
zését a Cantor-féle diagondlis eljdrdssal mutattuk ki. Itt egy mdsik ilyen konstruk-
ciét ismertetiink, amit Cantor 6tletének kozvetlenebb alkalmazdsaval nyertink.

Tekintsiik azon Turing-gépeket, amelyek nem fogadjik el a sajdt kédjukat. Te-
gylik fel, hogy az ezen gépek kédjaibdl dll6 Ly nyelv rekurzive felsorolhato, azaz
létezik olyan M Turing-gép, amely éppen ezt a nyelvet ismeri fel. A felismert
nyelv fogalmabél tudjuk, hogy M akkor és csak akkor ismeri fel egy N gép kéd-
Jat, ha N kédja benne van a nyelvben. Masrészt a nyelvet éppen dgy adtuk meg,
hogy az N kédja pontosan akkor van benne, ha N nem ismeri fel a sajdt kédjat.
A két dllitdst az M = N specidlis esetre ¢sszerakva azt kapnank, hogy M akkor
és csak akkor ismeri fel a sajat kGdjdt, ha nem ismeri fel a sajat kodjdt, ami képte-
lenség. Tehat az Ly nyelv nem lehet rekurzive felsorolhaté. Nézziik ezt egy kicsit
pontosabban! Az Lg diagondlis nyvelv a kdvetkezd:

Lg={w e I*; az M, gép létezik, ésw &€ Ly, }.

Tétel: L, nem rekurzive felsorolhato.
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Bizonyitas: Indirekt érvelve tegyiik fel, hogy a diagondlis nyelv rekurzive felso-
rothatd. Ez annyit tesz, hogy van olyan M Turing-gép, amelyre Ly = Ljs. Nézziik
most ennek az M gépnek a w € I* kédjdt, mdsként mondva azt a sz6t, amellyel
M = M, fenndll. Az Ly nyelv és a w sz6 viszonyit illetGen két lehetSség van:
vagy w € Lg, vagy pedig w ¢ L4. Megmutatjuk, hogy mindkét feltevés ellent-
monddshoz vezet, igazolva ezzel a tételt.

Ha w € Ly, akkor Ly definicidja szerint w ¢ Lyy, . De az utébbi nyelv éppen
Lg, tehat w &€ Ly, ami ellentmond kiindul6 feltevésiinknek.

Ha pedig abbdl indulunk ki, hogy w & Lg, akkor L, definicidja szerint w €
L, hiszen M, 1étezik. ijfent haszndlva az Ly = Ly, egyenl&séget azt kapjuk,
hogy w € Lg, ami ismét képtelenség. A bizonyitds ezzel teljes. 0

7.6.2. Az univerzalis nyelv — egy rekurzive felsorolhatd, de nem re-
kurziv nyelv

A kovetkez$ algoritmikus kérdés is gépekkel foglalkozik: adott egy M gép és
egy s € I* sz6; dontsiik el, hogy M elfogadja-e s-et. Els6 megoldisi kisérletiink
az lehetne, hogy futtatjuk M -et, és megnézziik, mi torténik. Ez megy is akkor,
ha a kérdésre a vdlasz igenl6, azaz s € Lps. Véges sok 1épés utin megtudjuk a
vdlaszt. Ha viszont s végtelen ciklust eredményez, akkor bajban vagyunk. A gép
csak megy és megy, €s mi nem tudjuk, hogy tényleg végtelen ciklusban van-e, vagy
csak egyszerlien egy sokdig tarté véges szdmitdssal van dolgunk.

Alaposabban megnézve a kérdést arra jutunk, hogy az algoritmusnak, amit
keresiink, valamiféle szuperalgoritmusnak kellene lennie. Olyannak, ami minden
gépnél okosabb, hiszen mindent tud, amit a tobbiek. Mindjart kideriil, hogy ilyen
médszer nincs. A problémdnak — ami egy eldontendd kérdés — megfeleld nyelv
Ly, az univerzdlis nvelv:

Ly = {w#ts € I*; az M, gép létezik, és s € Ly, }-

Az univerzilis nyelv tehdt azon (kéd,input sz6) parokbdl all, melyekre a koddal
lefrt Turing-gép felismeri az illetd input szét. Az elnevezés azon az egyszer( ész-
revételen alapszik, hogy ez a nyelv éppen az univerzdlis Turing-gépek nyelve: pon-
tosan azokbdl a szavakbdl dll, amelyeket egy univerzilis gép elfogad. Tomoren ezt
gy irhatjuk, hogy L, = Ly, ahol U tetsz8leges univerzdlis gép. Innen azonnal
latjuk, hogy L,, rekurzive felsorolhato.

Meg fogjuk mutatni mdsfelsl, hogy L, nem rekurziv. Ha volna egy mindig
megallé6 M algoritmus, ami L, -t felismerné, akkor szerkeszteni tudndnk egy masik
—az M eljdrast ,,hivé" — médszert, ami felismerné a diagondlis nyelvet. Ez pedig
lehetetlen, hiszen Lg-r6l lattuk, hogy nem rekurzive felsorolhaté. Ervényes tehdt a
kovetkezd:
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Tétel (A. Turing, 1936): L, egy rekurzive felsorolhatd, de nem rekurziv nyelv.

Bizonyitas: L, -t éppen az univerzalis Turing-gépek ismerik fel, tehat L, rekurzive
felsorolhaté.

Tegyiik fel ezutdn indirekte, hogy L, rekurziv; legyen M egy mindig megalld
Turing-gép, ami felismeri L,,-t. Legyen M’ az a Turing-gép, amelynek miikodését
az alabbi folyamatdbra mutatja:

nem
igen

Az M' gép aw € I* bemenettel elinditva a kdvetkezs 8 1épéseket végzi:
(1) Ellendrzi, hogy M, 1étezik-e. Ha nem, akkor elutasité dllapotban megall.
(2) Ellenkez§ esetben, ha M, Iétezik, akkor elinditja M -et a w#w inputtal. Ha M
elfogadé dllapotban 4ll meg, akkor M’ elutasité dllapotban végez, ha M elutasitd
allapotban allt meg, akkor elfogadja a w bemenetet.

Az M' gép mindig megdll, mert az (1) 1épés tesztje algoritmussal megvalé-
sithat6, és M mindig megdll. Vildgos tovdbb4, hogy M’ pontosan akkor fogadja
el w-t, ha M, 1étezik és w & Ly, . Mis széval M’ éppen az L, nyelvet fogadja
el. Ez pedig képtelenség, hiszen Ly nem rekurzive felsorolhatd, és ezért nem lehet
egyetlen gép nyelve sem. M 1étezését feltételezve ellentmondast kaptunk, igazolva
ezzel, hogy L, nem rekurziv. [

7.7. Osszefiiggések a kiszamithatosagi fogalmak kozott

Az eddig vett kiszdmithatésagi fogalmak kézotti viszonyokkal foglalkozunk a ko-
vetkez8kben. ElGszor a rekurzive felsorolhaté és a rekurziv nyelvek kozotti kap-
csolatot vessziik szemiigyre, majd a fiiggvények szdmitdsanak €s a nyelvek felis-
merésének feladatait vetjiik Gssze.
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7.7.1. Rekurzivitas és rekurzive felsorolhatosag

A nyelvfelismerési feladatokrél megallapitottuk, hogy igen-nem problémaknak
felelnek meg. Valamely P tulajdonsaggal rendelkezé szavak halmazat kell felis-
merni. A nyelvbe azok a szavak tartoznak, melyekre P igaz. Erdekes szerepe van
itt a P tulajdonsdg —P tagaddsdnak. A —P pontosan akkor teljesiil egy s € I*
szora, ha P nem teljesiil s-re. Ezért, ha a P igenpéldanyaibdl 4ll6 nyelv L, akkor
a ~P igenpéldanyaibdl allé nyelv az L komplementere: I* \ L. Ha van egy mindig
megdllo M algoritmusunk a P eldontésére, azaz L felismerésére, akkor a =P tu-
lajdonsdgot is el tudjuk donteni. Csupdn az M elfogado és elutasité dllapotait kell
felcserélni. Az igy kapott M’ gép az I'* \ L nyelvet ismeri fel.

Ha csak egy fél algoritmusunk van, azaz L = Lz, de M nem 4ll meg minden
bemeneten, akkor az dllapotok felcserélésével nem ériink sokat. Az olyan s € I*
bemenetekre, amelyekre M nem all meg, sosem tudjuk meg a vilaszt véges sok 1é-
pés utdn. Ha viszont a P és a —P eldontésére is van egy-egy fél algoritmusunk, ak-
kor ezek Osszerakhatok egy egésszé. A két gépet parhuzamosan miikddtetve véges
id6ben megkapjuk a vilaszt minden bemenetre. Ezeket az észrevételeket pontosan
is megfogalmazzuk. Bevezetiink el6bb egy fogalmat, amit a bonyolultsdgelméleti
fejezetben is haszndlni fogunk.

A nyelvekbdl 4116 halmazokat (217 részhalmazait) nyelvosztdlyoknak nevez-
ziik. Nyelvosztalyokra eddigi példdink R, RE, 27", Legyen X C 277 egy nyelv-
osztaly. Ekkor a komplementer nyelvosztdly, coX az X -beli nyelvek komplemen-
tereib&l all:

coX ={LCI": I"\LeX}.

Az igy értelmezett komplementerképzés fontos sajdtja, hogy megdrzi a nyelvosz-
talyok kozotti tartalmazasi viszonyokat:

XCcyY 2l = coX CcoY.

Ugyanis ha L € coX, akkor definici6 szerint [* \ L € X. Az X C Y tartalma-
zés miatt I* \ L € Y, amibdl pedig L € coY . Szintén egyszerlien igazolhat6 a
tetszGleges X nyelvosztdlyra érvényes co(coX ) = X Osszefiiggés.

A bevezetett jeloléssel a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg észrevételein-
ket:

Tétel:
(HR =coR
DR =RENCcORE

Bizonyitas: (1) Tegyiik fel, hogy L € R. Legyen ennek megfeleléen M egy
Turing-gép, mely minden inputon megdll és az L nyelvet fogadja el. Az M elfo-
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gado és elutasitva megdll6 dllapotainak felcserélésével olyan gépet nyeriink, ame-
lyik éppen az L komplementerét, az I* \ L nyelvet ismeri fel. Nyilvédn az dj gép is
mindig megdll, tehdt I* \ L is rekurziv. Beldttuk ezzel, hogy coR C R. A forditott
irdnyu tartalmazds innen mdr adédik a co-operdtorra megismert szabdlyokbol:

R = co(coR) C coR.

(2) A nyilvanvalé6 R C RE egyenlStlenséghdl komplementerképzéssel nyerijiik,
hogy R = coR C coRE, igy dsszességében R C RE N coRE. A forditott ira-
nyu tartalmazds igazoldsahoz tegyiik fel, hogy L € RE M coRE. Legyen ennek
megfelelSen M, illetve My két Turing-gép, melyek az L, illetve az I* \ L nyel-
vet ismerik fel. Ezekbdl egy mindig megdlld Ms algoritmus szerkeszthets, melye
L = Ly,

Legyen s € I* a bemend sz6. Az M3 gépet szemléletesen vigy képzelhetjiik el,
hogy az My és My gépek egymds mellett, egymdstdl fiiggetleniil parhuzamosan
dolgoznak ugyanazzal az s inputtal:

My

M3

Az M3 pontosan akkor dlljon meg, ha M; és M, valamelyike megéll. M;
akkor fogad el, ha a megdllas M, elfogadd, vagy pedig M, elutasité dllapotdban
tortént. Vildgos, hogy az My az L nyelvet ismeri fel. Az is igaz, hogy mindig
megall, hiszen ha s € L, akkor My, ha pedig s ¢ L, akkor M, fog biztosan
megallni véges sok Iépés utdn.

M3 megvaldsithaté parhuzamossag nélkiil is. A megfelel Turing-gép szalag-
Jai egy részén végzi az M; munkdjdt, egy ettdl diszjunkt masik részén pedig az
M, teend6it. M3 felvdltva szimulalja a két gép lépéseit: a 22 — 1-edik 1épésben az
My i-edik, a 2i-edik lépésben pedig az My i-edik 1épését teszi meg. Ezdltal, ha va-
lamelyik gép megdll a k-adik 1épésében, akkor M3 is megdll, legkés6bb a 2k-adik
1épésben.

Beldttuk tehdt, hogy L rekurziv nyelv, vagyis R 2 RE N coRE. A madsik
tartalmazdssal egylitt ez bizonyitja a (2) dllitast.0
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Feladat: Az el6z6 érvelésben az My és M, parhuzamos futdsdt igy alakitotruk
sorossd, hogy felvdltva léptettiik Sket. Milyen mds médokon fésiilhetdk ossze a
két gép lépései gy, hogy a bizonyitds tovdbbra is mikodjon?

A tételt olyan 4llitdsnak tekinthetjiik, amely a nyelvosztdlyainknak a komple-
menter miveletre val6 zdrtsdgdval foglalkozik. Kideriil, hogy a rekurziv nyelvek
osszessége zart a komplementer képzésére —azaz L € Resetén I* \ L € R is
igaz —, mig a rekurzive felsorolhaté nyelvekre ez nem teljesiil. A kovetkezs feladat
az unio- és a metszetképzés miveleteire vald zartsagrél szol.,

Feladat: Tegyuk fel, hogy az L; és Lo nyelvek rekurzive felsorolhaték (rekur-
zivek). Igazoljuk, hogy L; N Ly és Ly U Lo is rekurzive felsorolhaté (rekurziv).

(Az €ldz38 tételben latottakhoz hasonléan mikodtessiik parhuzamosan az Ly és L,
nyelveket felismerd My és M, gépeket.)

7.7.2. Fiiggvények és halmazok (nyelvek)

A Turing-gépeknek kétféle miikodési médjdval ismerkedtiink meg. Az egyik a
nyelvek felismerése, a mésik pedig a fiiggvények szdmitdsa. Az el&bbinél a va-
lasz egyetlen bittel dbrazolhaté (elfogadds vagy annak a hidnya), a mésodikn4l
hosszabb is lehet az eredmény. Ebben az értelemben a fliggvények szamitdsa al-
taldnosabb feladat, mint a nyelvek felismerése. Az dltaldnos és a specidlis kozotti
Osszefiiggések szinte mindig érdekesek. Itt a kiszamithatésdg szempontjabdl vet-
Juk 6ssze a két fogalmat. Késébb — a kisebb bonyolultsdgit feladatok tanulmdnyo-
zasakor — Ujra elSkeriil majd a kétféle miikodés kozotti viszony.

A kiszdmithatésdg néz8pontjabdl a rekurzive felsorolhaté nyelvek a parcid-
lisan rekurziv fiiggvényekkel, mig a rekurziv nyelvek a rekurziv fiiggvényekkel
hozhatdk természetes kapcsolatba. Ezeket fogalmazza meg a kovetkezd két tétel.

Tétel: Az L C I* nvelv akkor és csak akkor rekurzive felsorolhato, ha van olyan
[ I* — I* parcidlisan rekurziv fiiggvény, melynek ériékkészlete éppen az L
nyelv (szokdsos jeldléssel Im(f) = L).

Bizonyitas: =: Tegyiik fel. hogy L rekurzive felsorolhaté. Ennek megfeleloen van
olyan M Turing-gép, melyre L = Ljy. Legyen ezutdn M’ olyan Turing-gép, mely
kezdetben az s € I* bemend sz6t felmdsolja az output szalagjdra, azutin pedig
Iépésrdl 1épésre szimulilja az M gépet. Az egyetlen kivétel, hogy ha M elutasité
dllapotban 41l meg, akkor M’ végtelen ciklusba esik. Az M’ gép tehat kizdr6lag
az s € L szavakra 4ll meg; megdlldskor s lesz az output szalagon. Az M’ dltal
kiszamitott fas fliggvény értékkészlete ezért éppen L.
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<: Tegyltik fel, hogy f egy parcidlisan rekurziv fiiggvény, mondjuk f = f;,.
ahol M egy Turing-gép. Tekintsiik az I* szavainak wy, ..., wy, ... kanonikus fel-
soroldsdt (a rendezés hosszisdg szerint ndvekven, azonos hossziak kozott lexiko-
grafikusan). Haszndlni fogjuk még a természetes szamokbdl 4llé pdrok egy felso-
roldsat is. A kovetkez dbran lathat6 tibldzaton megyiink végig a délnyugati irdnyg
dtlok mentén. A sorozat eleje igy alakul: (0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),(2,0),

stb.
0 1 2 3 4 6 7 8
0?//?// /
1
o
o]

A felsoroldsok két tulajdonsdga lesz fontos a szdimunkra. Egyrészt mindkettd meg-
valésithaté algoritmussal. A sorozatok adott elemének az ismeretében a kovetkez6
elem szamitdssal meghatdrozhats. A mdsik Iényeges vondsuk, hogy mindkét fel-
sorolds kimerit; mindegyik széra, illetve pdrra sor keriil valamikor.

Az M’ Turing-gép a teenddit az (1, j) parok sorozatdhoz kapcsoldddan, a so-
rozat mentén haladva végzi. Tegyiik fel, hogy s € I* az M' bemenete. Az (i, j)
parhoz kapcsolédéan M' a kovetkez6ket teszi: szimuldlja az M els6 < i 1€pését a
w; sz6n. Ha ezalatt M megall és o outputot produkdl, akkor ellendrzi, hogy s = o
teljesiil-e. Ha igen, akkor M’ megall és elfogadja s-et. Minden mds esetben (M
nem dll meg 4 lépésen beliil, vagy megdlldskor az eredmény nem s) a felsorolds
szerint kovetkezd parral folytatja a munkdt. Ha ez (¢', j') akkor M elsG i’ 1épését
teszi meg a wyr szoval, stb.

Mi lesz az M' gép Ly nyelve? Vildgos, hogy Ly C Im(f), hiszen M’ csak
olyan s szét fogad el, ami megkaphaté mint M egy szdmitdsdnak az eredménye.
Forditva, tegyiik fel, hogy s € Im(f). Van tehdt egy olyan j, hogy s = far{w;).
Tegyiik fel, hogy M a w; bemeneten 7 1épésben kapja meg az s eredményt. Ekkor
M' - ha elébb nem — az (4, j) par feldolgozasakor elfogadja s-et. Ezzel igazoliuk
az Lyp D Im(f) tartalmazést is. Igaz tehdt, hogy Ly = Im(f). O

[T N N N}

A bizonyitds masodik felének otletét felhaszndlva tetszbleges rekurzive felso-
rolhaté L nyelvhez szerkeszthetd olyan algoritmus, ami éppen az L nyelv szavait
sorolja fel valamilyen sorrendben. Innen ered a rekurzive felsorolhats kifejezés.
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A rekurzivitdsra vonatkozd tétel kimonddsa el6tt emlékeztetiink egy hasznos
fogalomra. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy 0,1 € I. Egy L C I* nyelv
karakterisztikus fliggvénye, xp a kovetkezd:

(s) = lelI*, hasclL
NI =Y 0er*, has¢lL

Tétel: Az L C I* nyelv pontosan akkor rekurziv, ha x, egy rekurziv fiiggvény.

Bizonyitas: =: Tegyiik fel, hogy L rekurziv: M olyan Turing-gép, mely L-et
ismeri fel, és minden inputra megdll. Legyen ezutin M’ olyan Turing-gép, mely
szimuldlja M-et, majd 1-et vagy O-t ir az output szalagjdra, annak megfelelGen,
hogy M elfogadé vagy elutasité dllapotban dllt meg. Vildgos, hogy M’ éppen az
L karakterisztikus fliggvényét szamolja ki.

«<: Tegyiik fel, hogy xr rekurziv fiiggvény, és ennek megfelelGen az M
Turing-gép a x fuggvényt szdmitja ki. Legyen M' egy olyan Turing-gép, mely
1épésrdl 1épésre szimuldlja M-et; végiil elfogadd, illetve elutasité allapotban all
meg aszerint, hogy M output szalagjdn 1, vagy 0 a végeredmény. Ez az M’ gép
pontosan az L nyelvet ismeri fel. O

7.8. Tovabbi eldonthetetlen problémak

Visszatériink az algoritmussal nem megoldhaté feladatokhoz. Az ember el8szor
hajlamos ezeket afféle patologikus eseteknek tekinteni, amelyek nem mondanak
sokat a természetesen felmeriild problémdk irdnt érdeklédSknek. Szeretnénk né-
hany példdval érzékeltetni, hogy ez tavolrél sem igaz: ilyen reményteleniil nehéz
problémakkal a legkiilonbozbb teriileteken is taldlkozhatunk. Egy meghatdrozas-
sal kezdjiik, amellyel nem tj fogalmat, hanem inkédbb egy \ij elnevezést rogzitink.

Definicié (eldonthetetlen nyelv): Az L C I* nvelver eldonthetetlen nyelvnek ne-
vezziik, ha L nem rekurziv.

A széhaszndlat azt takarja, hogy az L nyelvbe tartozds/nem-tartozds probléma-
Jat nem lehet algoritmussal eldonteni: nincs olyan algoritmus, mely véges 1épés-
ben meg tudnd mondani, hogy egy adott sz6 benne van-e a nyelvben. Turing tétele
szerint az a probléma, hogy egy Turing-gép egy adott inputot elfogad-e, algoritmi-
kusan eldonthetetlen. Itt tovabbi példakat adunk elddnthetetlen problémdkra. Az
igazdn érdekesek azok lesznek, amelyek a Turing-gépek formalizmusatél fiigget-
leniil, természetesen megfogalmazhatok.
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7.8.1. A Megillasi probléma (Halting problem)

Egy program tesztelésekor fontos kérdés, hogy nincs-e benne végtelen ciklus. J§
lenne hatékony médszert taldlni ennek az eldontésére. Legyiink szerényebbek: néz-
ziik csak azt ez egyszertibb kérdést, hogy egy adott program egy rogzitett beme-
nettel megdll-e véges sok lépés utdn. Még ez az artatlannak ting kérdés is eldont-
hetetlen.

A Megallasi probléma kérdése az, hogy egy (a kodjaval adott) Turing-gép adout
bemenettel egydltalin megdll-e. A problémadhoz tartozd Ly, nyelv a kdvetkezd:

Lh = {w#s €1 elinditva véges sok 1épésben megall

az M, gép létezik, és az s bemenettel }

Az Ly nyelv nyilvin tartalmazza az L,, univerzdlis nyelvet. A kovetkezd tétel gon-
dolatmenete tulajdonképpen a két nyelv kozétti algoritmikus kapesolaton alapul.

Tétel: L; € RE\ R.

Bizonyitas: Lényegében az univerzélis Turing-gép mutatja, hogy Ly € RE. Csak
annyi médositds szikséges, hogy megdlliskor a gép mindig menjen At elfogadd
allapotba. Az igy megbiitykdlt gép pontosan akkor fogadja el a w#s bemenetet,
ha ezzel U megdll, azaz ha w#s € Ly,.

Az dllités fennmaradé részének igazoldsihoz tegyiik fel indirekte, hogy Lj
rekurziv. Eszerint van olyan M Turing-gép, ami Lp-t ismeri fel, és mindig megdll.
Legyen ekkor M’ az a Turing-gép, mely a w# s inputon eldszor az M gépet futtatja
le. Ha M elutasitja a bemenetét, akkor M’ dlljon meg elutasité dllapotban. Ha M
elfogadé dllapotban 4ll meg, akkor M’ szimuldlja az U univerzilis Turing-gépet a
w# s bemeneten, beleértve az elfogaddst/elutasitast is.

ws .
] WS U igen
igen

nem

nem nem

*Itt komoly szerephez jut az a tény, hogy Turing-gépek szalagja végtelen. Ha — az igazi szd-
mitégépekhez hasonléan — csak véges méretii tdrat engediink meg, akkor a feladat megoldhatova
vilik. A kovetkezo fejezetben a tar-id6-tételben adunk egy madszert a tdrkorlatos végtelen ciklusok
felismerésére. Ez azonban a tesztelés szemszogébd] csak elvi jelent@ségli; nem ismert gyakorlati
szempontb6! elfogadhaté megoldds a feladatra.
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Az M-re tett feltevés miatt M’ mindig megall. Nyilvinvald ezen feliil, hogy
M’ éppen az L,, univerzilis nyelvet ismeri fel. Mindezek ellentmondanak annak.,
hogy Ly eldonthetetlen (Turing tétele). O

Valamivel t6bb is mondhat6: a Megdlldsi probléma akkor is algoritmikusan
eldonthetetlen marad, ha az M, gépet csupén az lires inputtal futtatjuk. Legyen

Le ={w € I" : M, létezik és az e (iires) inputon megall}.

Tétel (A. Church, 1936):
L€ RE\R.

Bizonyitds: Az L. nyelv rekurzive felsorolhatésdga igy ldthaté: aw € I* inputbdl
elkészitjiik a w#e = wH szdt, majd ezzel a bemenettel lefuttatjuk az Ly, megalldsi
nyelvet felismer6 gépet. Az fgy adddé algoritmus pontosan az L. nyelvet ismeri
fel.

Az L, ¢ R 4llitds igazoldsdra megmutatjuk, hogy az altaldnos Megalldsi prob-
léma visszavezetheto erre a specidlis esetre: egy M Turing-gépnek az s bemeneten
valé mikddése szimuldlhatd egy olyan (az M-t6l €s az s szotdl egyardnt fiiggd)
Turing-géppel, amely iires input esetén felmdsolja az s sz6t az input szalagjdra,
majd M mikddését Iépésrol 1épésre utdnozza. Ha tehdt az L, nyelv eldonthetd
volna, akkor az dltalinos Megalldsi feladat is eldonthet§ lenne. O

7.8.2. Hilbert 10. problémaja

... ennek Osi és egyszerii ize van, mint taldn
az Ezeregyéjszakinak...
JORGE Luis BORGES. Ember a kiisz6bon

1900-ban Pdrizsban a vildg matematikusainak kongresszusdn David Hilbert egy
azdta legendas hirtivé valt el6adst tartott. Ebben a jové fontos kutatdsi irdnyait
prébdlta meg kijeloini. Huszonhdrom olyan kérdést fogalmazott meg, melyekrol
gy vélte, hogy a megvalaszoldsuk lényeges elSrelépést jelentene. Kifejezte azt
a meggy6zBdését is, hogy a kérdések nehezek, és a XX. szdzad nem lesz elég a
megolddsukhoz. A két jéslat koziil az utdbbi vilt be kevésbé. A kérdések jo részet
mdra megoldottdk, és mindegyikkel kapcsolatban komoly eredmények sziilettek. A
problémak jelentSségét illetden nem tévedett: Gridsi hatdst gyakoroltak a tudomény
fejlédésére. Nem kivétel ez aldl a tizedik kérdés sem.

A tizedik problémdban Hilbert célul tizte ki, hogy adjunk dltaldnos mdd-
szert diofantikus egyenletek megoldhatésdgdnak eldontésére. A probléma pontos
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megfogalmazdsdhoz sziikségiink lesz egy fogalomra. Egész egyiitthatds polino-

mon egy olyan kifejezést értiink, amely viltozkbdl és egész szdmokbdl épithets

fel az 6sszeadds, kivonds és szorzds miveleteivel. Eszerint az 23y? — 5zu kifeje-

zés tekinthetS az z,y, z, u vdltozok egy egész egyiitthatés polinomjanak. Jelolje

Zlzy, ..., zm] azon egész egyiitthatés polinomok Gsszességét, melyekben a vilto-

z0k x1, g, . . ., T, koziil keriilnek ki; példaul z3y? — 5zu € Z[z, y, 2, ul.
TetszSleges f(z1,...,2m) € Z[x1,...,2,,] polinom felirhaté

ni Nm

f(ﬂ:l, .. ’l‘m) = Z e Z a’il...imxlil P xnlim

i1=0 i =0

alakban, ahol ny,...,n, € Z7 és az a;,_; = egyiitthaték pedig egész szdmok.
ErrGl kdnnyen meggy6zS&dhetiink, ha az f-et megadd kifejezésben felbontjuk a
zargjeleket. Az f polinom foka az l6z6 felirdsban elGforduld legnagyobb kitevs-
Osszeg:

deg f = max{i1 + ...+ in | @44, # 0}
Az

(%) flxr,...,xm) =0

alaki egyenleteket diofantikus egyenleteknek nevezziik, ahol f(z1,...,xn)
egész egyiitthatés polinom. A (x) diofantikus egyenlet megolddsdn egy olyan
(Ur,...,uy) € Z™ egészekbdl 4ll6 m-est értiink, melyre f(uy,..., uy) = 0.
A diofantikus egyenletet megoldhatonak nevezziik, ha van ilyen értelemben vett
megoldasa. A diofantikus egyenletek megoldhatésdgdnak vizsgdlata, megolddsaik
keresése szinte a szdm fogalmdnak Iétezése 6ta mivelt, rendkiviil gazdag teriilet.
Ilyen egyenlet (pozitiv) megoldasaiként adhatok meg példaul a pitagoraszi szdm-
hdrmasok: azok a természetes szimokbdl dll6 (z, y, z) harmasok, melyek egy de-
rékszogl hdromszog oldalai lehetnek:

‘7:2-1-3/2&7;2:0.

Hilbert tizedik kérdése igy fogalmazhaté: adjunk egy olvan véges sok lépésbil
dalls eljdardst, mely tetszéleges egész egylitthatés f polinomra eldonti, hogy az f-
nek megfeleld () egyenlet megoldhati-e.

Ugy ttinik, Hilbert a problémdt abban a meggy6z6désében tette kozzé, hogy
minden értelmesen megfogalmazott szamitasi problémdra van algoritmus. Ezt a
harmincas években Kurt Gédel, Alonzo Church és Alan Turing munkdssdga ala-
posan megcafolta. Mint lattuk, vannak olyan feladatok, amelyekre nem létezik
megold6 algoritmus. Ezek utdn mdr természetesen meriilt fel a lehet&ség, hogy
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a tizedik probléma feladata is egy ilyen kemény di6. Ebbe az irdnyba mutatott az a
régen megfigyelt tény is, hogy a diofantikus egyenleteknek kozponti szerepiik van
a matematikai hétterd algoritmikus kérdésekben: sok fontos igen—nem problémat
4t tudtak fogalmazni diofantikus egyenlet megoldhatésdagava.

A tizedik probléma sokdig ellenallt a kutatdk ostromdnak, mig végiil Mar-
tin Davis, Julia Robinson €s masok munkdira épitve 1970-ben Jurij Matijasze-
vics megmutatta, hogy nem létezik olyan algoritmus, ami a () alakii egyenletek
megoldhatésdgdt eldontené. A tizedik problémdban megfogalmazott algoritmikus
kérdés eldonthetetlen.

A nevezetes eredmény ismertetése kényelmesebb lesz, ha nyelvek helyett ter-
mészetes szamok halmazaival foglalkozunk. A kanonikus felsorolds kélcsondsen
egyértelmii megfeleltetést Iétesit {0, 1}* szavai és a természetes szdmok kozott: az
s € {0,1}* szénak azon ¢ index felel meg, melyre s = w;. Ezzel egyszersmind
kolesondsen egyértelmil megfeleltetést kapunk a természetes szimok részhalmazai
é¢saz L C {0, 1} nyelvek kozott. E megfeleltetés révén beszélhetiink arrél, hogy
egy H C Z7 szdmhalmaz rekurziv, illetve rekurzive felsorolhaté. Ez egyszertien
azt jelenti, hogy a H-beli sorszdmokkal azonositott szavak halmaza rekurziv, il-
letve rekurzive felsorolhatd.

Legyen m > 0 és f(z1,22,...,Zm,y) € Z[z1,Z2,...,Zm,y] egy egész
egylitthatés m + 1-vdltozds polinom és legyen

H c 7t vannak olyan uy,us, . .., uny természetes szdmok,
f=Y '

hOgy f(Uq,'U,z,. .- ,Um,v) =0

Definicié: A H C Z™ halmaz diofantikus halmaz, ha van olyan f polinom, hogy
H=Hy.

A diofantikus halmaz fogalma mogott egy szamitdsi modell hizédik meg, ami
elsé latasra bizarrnak és szdrnyaszegettnek tnik. Ebben az f polinom jelenti a
programot. A v € Z™ szamot a program akkor fogadja el, ha vannak olyan u;
természetes szamok, hogy f(uy, ug, ..., uUm,v) = 0. Az rogvest latszik, hogy ez a
furcsdn értelmezett szamitas megvaldsithaté Turing-géppel: az adott v bemenethez
sorra vessziik az (ug,uz, - .., um) € (ZT)™ vektorokat; az (uy, uz, ..., um) vek-
tor kapcsdn kiszamitjuk az f(uy, uz, . . . , um, v) helyettesitési értéket. Ha ez nulla,
akkor elfogadjuk v-t, ha nem, akkor a kdvetkezd vektorral prébilkozunk. A vek-
torok felsoroldsaval mint szamitdsi feladattal mdr taldlkoztunk. Az m = 2 esetre
adtunk egy modszert. Ez dltaldnosithaté tetszGleges m-re: sorra vessziik azokat a
vektorokat, amelyek komponenseinek 8sszege ¢, ahol i = 0,1,2,.... Az adott 1
Osszegii vektorokbdl véges sok van, ezeket pl. lexikografikus sorrendben vehetjiik.

Az 1826 fejtegetés szerint a Hy alakd halmazok, vagyis a diofantikus halma-
zok rekurzive felsorolhaték. Olyan eljarast adtunk, ami a H 7 elemeit elfogadja ¢s
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a Hg-en kiviili bemenetekre sosem 41l meg. A Matijaszevics dltal betetdzott eréfe-
szitések f6 eredménye a forditott irdnyu allitds:

Tétel (Matijaszevics tétele): Ha egy H C Z% halmaz rekurzive felsorolhatd, ak-
kor diofantikus is.

a
A tétel bizonyitdsatd! itt el kell tekinteniink. Ha tehdt H C Z7 rekurzive fel-
sorolhatd, akkor van olyan f polinom, melyre H = Hy. Az f polinom vélaszthaté
tgy, hogy m = 14 és deg f < 4 is teljesiiljon. A tétel szerint a polinomokra épiils
szamitdsi modell felismerSképessége megegyezik a Turing-gépekével.
Matijaszevics tételébdl elég egyszerien adédik a tizedik probléma eldont-
hetetlensége. A bizonyitdshoz hasznos lesz a szimelmélet kovetkez$ klasszikus
gyongyszeme:
Tétel (J. L. Lagrange, 1751): Minden nemnegativ egész szdm elddll négy egész
szdm négyzetének dsszegeként. O

Ezek utin megmutatjuk, hogy ha volna algoritmus a diofantikus egyenletek
megoldhatésaganak véges sok Iépésben valé eldontésére, akkor az Ly megallasi
nyelv is eldonthetd lenne.

Tétel: A diofantikus egvenletek megoldhatésdga algoritmikusan eldonthetetlen.

Bizonyitas: A megoldhaté egyenletekbdl (illetve azok leirdsaibdl) allé nyelv re-
kurzive felsorolhaté. Ez ismét csak a szamokbol 4116 m-esek (ahol m az egyenlet
valtozéinak a szdma) felsoroldsdn alapulé probalgatdssal adédik. Ha az egyenlet
megoldhatd, akkor a szisztematikus behelyettesitgetés elbb-ut6bb megolddast ad.

Azt kell ezutdn megmutatnunk, hogy nincs olyan algoritmus, amely mindig
megall, és éppen a megoldhatd egyenleteket fogadja el. Tegytik fel indirekte, hogy
létezik egy ilyen M modszer.

Legyen H C Z%1 az Lj nyelvnek megfeleld szdmhalmaz. H rekut-
zive felsorolhatd, ezért Matijaszevics tétele szerint diofantikus is. Van olyan
f(z1,...,214,y) polinom, hogy v € Z% éppen akkor tartozik H-ba, ha az

flzy, ..., z14,v) = 0 egyenlet megoldhaté a nemnegativ egészek korében. (En-
nek az egyenletnek a valtozdi z1, xa, ..., z14.) Lagrange tételét figyelembe véve

ez egyenértéki azzal, hogy a kovetkezd 56 viltozds egyenlet megoldhaté-e az egé-
szek kozott:

2
FO+qd+ri+ 53 p3 +qF 42+ s3,. .. pha+ dla T 14+ 814, 0) = 0.
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Az M eljrds véges sok 1épésben eldénti ennek az egyenletnek a megoldhatésagat,
fgya(v € H?) kérdést is; ez pedig ellentmondds, hiszen Ly, nem rekurziv. O

Erintiink még egy érdekes problémakért, ami szdmhalmazoknak polinomok
értékeiként valé megaddsdval kapcesolatos. Az utébbi szazadokban sokan prébal-
tak explicit formuldkat adni bizonyos nevezetes sorozatokra. Igy példiul meglehe-
tgsen népszertiek voltak a primszamokat el6dllité képletek. Egy Jellegzetes ilyen
eredmény Leonhard Euler 1772-b6l szdrmazé észrevétele, miszerint n? — n + 41
primszdm, ha 0 <n < 40.

Matijaszevics tételének van egy ilyesforma el@dllithatésdggal kapesolatos szép
kovetkezménye. Nevezziik a H C Z™* halmazt explicitnek, ha H elall mint egy
alkalmas egész egyiitthatés m-viltozds g € Z[zy, ..., z,;] polinomnak a nemne-
gativ egész helyeken felvett nemnegativ értékeinek HY halmaza:

vannak olyan uy, ..., u,, természetes szamok,
H=HS = {ucZ’ yan ;- -, Um .
hogy u = g(w1,...,um)
A definiciébdl az (uy, ug, . .., uy) vektorok felsoroldsan alapul érveléssel azon-

nal kovetkezik, hogy az explicit halmazok rekurzive felsorolhaték. Matijaszevics
tételébol egyszeriien adddik, hogy a forditott allitds is igaz.

Kovetkezmény: A rekurzive felsorolhatd halmazok explicirek.

Bizonyitas: Legyen H C Z™* egy rekurzive felsorolhaté halmaz. Matijaszevics

tétele szerint alkalmas f(zq1, z3, ..., %14, y) polinommal H = H; teljesiil. Legyen
ezutdn a g € Z[wxy, ..., T14, y] a kdvetkezd polinom:

9(531,-~- 7I14,y) = (y+ 1)(1 - f2($1,... 7'T147y)) -1

Ha f(uy,...,u4,v) # 0, és v > 0, akkor g(uq,...,u14,v) < 0, igy nem-
negativ értékeket v > 0 esetén g csak az f zérushelyeinél vehet fel. Ha pedig
flur, ... uyg,v) = 0, akkor g(uy,...,uiq,v) = (v+1)(1-0)-1=v. Ay
nemnegativ értékei a természetes szamokon tehét éppen a Hy elemei. O

A primszamok halmaza rekurziv, hiszen a primség eldonthet6 algoritmussal.
Kévetkezésképpen a primszdmok halimaza explicit; ilyen értelemben tehdt elGallit-
haté , képlet” segitségével. Ténylegesen meg is adtak ilyen polinomokat. A kiseb-
bek ezek koziil féltenyémyi helyen lefrhaték. Viselkedésiik azonban til bonyolult

Euler polinomja csticstarténak szdmit. Az els6 41 természetes szdmnal mindenutt prim értéket
vesz fel, mégpedig csupa kiillonboz6t. Az 1 f8egyiitthatGji médsodfoki polinomok kozott ez a leg-
hosszabb ilyen sorozat. Ha mas fSegyiitthaté is megengedett, akkor valamivel hosszabb sorozatok is
elérhetSk. Példdu) a 36z — 810z + 2753 (in, Ruby-polinom) elsd 45 értéke primszdm,
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ahhoz, hogy a gyakorlatban hasznavehet&ek legyenek példaul primek szisztemati-
kus elddllitasdra (csinya, dmde népszer( szakszdval: generdlasara).

Az explicit halmazok értelmezésében két helyen is szerepel a nemnegativitgs,
Ezek koziil az egyik nem Iényeges.

Feladat: Mutassuk meg, hogy az explicit halmazok definiciéjdban az u; € Z™ fel-
tétel helyettesithet6 a gyengébb u; € Z feltétellel. (Lagrange tétele haszndlhato.)

A definicié masik érdekes eleme, hogy nem a g teljes értékkészlete a H hal-
maz, csak a nemnegativ u értékek szdmitanak. Ez a feltétel mdr nem engedhetd el:

Feladat: Tegyiik fel, hogy a g polinom értékei kozott van két kiilonbdzd prim-
szam, p €s ¢. Ekkor van g-nek olyan értéke is, ami pg-val oszthatd, kdvetkezés-
képpen g értékkészlete nem lehet azonos a primek halmazdval. (Tegyiik fel, hogy

glut, ... um) =pésg(vy,...,vm) = ¢, ahol u;, v; € Z. Legyen w; olyan egész,
melyre w; = u; (mod p) és w; = v; (mod ¢). Ekkor g{wr, ..., wr) oszthaté
pg-val.)

7.8.3. A Dominéprobléma

A kirakés jatékok nehezek. Aki prébélt mar mondjuk egy 1500 darabkara gondo-
san felszabdalt képet &sszerakni, alighanem egyetért ezzel. Most egy olyan egy-
szeriien megfogalmazhat6, kirakd-tipusi feladattal ismerkediink meg, amelynél a
megoldhatésag reményteleniil nehéz, pontosabban algoritmikusan eldonthetetlen
problémadt jelent,

Dominén olyan egységnyi éli négyzet alaki lapot értiink, melynek a négy
élére egy-egy jel van irva. Ezekr6l a jelekrd] a kényelem kedvéért feltessziik, hogy
{0, 1}*-beli szavak.

A dominé tipusit az e jelekbdl 4116 rendezett négyes jelenti. Az €l6z8 rajz
domingjanak a tipusa (a,b,c,d). A dominékat a j6l ismert szabdly szerint lehet
egymds mellé rakni: az illeszkedd élek mentén azonos jeleknek kell szerepelni.
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A domindkat nem szabad forgatni. Az (a, b, ¢, d) tipusti dominGt csak tgy te-
hetjiik le, hogy a fels6 él mentén o legyen.

A Dominéprobléma ezek utdn a kovetkez8: Adotr domind-tipusok egy véges F
halmaza; eldontendd, hogy a sik lefedhetd-e hézagtalanul szabdlyosan illeszkedd
F-beli tipusii dominckkal. Természetesen a fedéshez az egyes tipusokbdl végtelen
sok példany hasznilhato.

Ak tipusbdl allé6 F készlet leirhaté a kdvetkezd tagozédasd F' szdval:

F=a1#. .. FHrp#,

ahol az x; = a; * b; * ¢; * d; sz6 (a;, by, ¢i, di € {0,1}%) az

doming tipusénak a lefrdsa.
A Dominéfeladatnak megfelel6 D nyelv az aldbbi:

D = {F € {0,1,*,#}*; asik lefedhetS F-tipusi domindkkal }.

Példa: Az F = 00+ 01 % 10 * 11410 % 11 % 00 « 01# s26 a kovetkezd két tipusbél
allo készlet kodja.

00 10

10 00
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FEzzel a készlettel a sik kirakhaté, masként mondva F' € D. A kétféle dominé-
val a sakktabla fekete és fehér mez8inek valtakozésat kovets alakzatban parkettiz-
hatjuk ki a sikot. A megoldédson tdl az illeszkedési szabalybdl ad6d6 kotottségeket
is szemlélteti az aldbbi — XV. szdzadi portugél padlémozaikrdl ellesett — minta:

A Domindprobléma nem oldhaté meg algoritmussal. Ezt mondja ki a kbvet-
kezd tétel. A terjedelmes, de nem kiilongsebben nehéz bizonyitdst mellézziik.

Tétel: A D nyelv nem rekurztv. O

Az elGzG tétel szerint nem lehetséges, hogy D és a komplementere
{0, 1, %, #}* \ D is rekurzive felsorolhat6 legyen. Az utébbi nyelvrdl viszont meg-
mutatjuk, hogy rekurzive felsorolhatd.

Tétel: D € coRE, azaz {0,1, %, #}* \ D € RE.

A tétel bizonyitdsaban hasznunkra lesz egy nevezetes, 4m egyszerd tény. Az
allit4s azzal a kijelentéssel fogalmazhaté meg szemléletesen, hogy ha az embe-
riség sohasem hal ki, akkor létezik olyan dinasztia, amely sohasem szakad meg.
Pontosabban ez igy mondhaté:

Lemma (Konig-lemma): Legyen G egy végtelen, gyokeres irdnyitott grdf, amely-
nek csiicshalmaza a természetes szamokkal sorszdmozott részekre (szintekre) oszt-
hatd ugy, hogy:

(0) A nulladik szinten egyediil a gyokér van. Egy csiicsbol csak az eggyel nagyobb
sorszamii szintre mehet él.

(1) Minden egyes szinten csak véges sok csics van.

(2) Minden — a gyokértdl kiilonbozd — csiicsnak van 8se abban az értelemben, hogy
fut bele ¢l az eggyel alacsonyabb sorszamit szintrél.

Ekkor a grafban van végtelen irdnyitott iit.
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0. szint
1. szint
2. szint
3. szint

4. szint

Bizonyitas: Nevezziik a grdf y csticsdt az x csics leszdrmazottjdnak, ha y az z-bSl
elérhets irdnyitott ton. Jeldlje = a graf gyokerét. A (2) és (0) feltételek miatt a G
minden cstcsiba vezet it zg-bol. Mivel a graf végtelen, ebbdl arra jutunk, hogy az
zo gyokérnek végtelen sok leszarmazottja van. Ezutdn indukciéval megadunk egy
Yo, Y1, - - » i, - - - végtelen G-beli utat. Legyen yo = z¢. Tegyiik fel ezutan, hogy
az yo, Y1, - - - , ¥ cstcsokat mdr kivalasztottuk dgy, hogy y; a j-edik szintrdl vald,
és végtelen sok leszarmazottja van (0 < j < 4), tovabbd (y;,y,,1) éle a grafnak,
ha (0 < j < 7). Ezek a feltételek adjak az indukcids feltevést. Ez nyilvan teljesiil
¢ = 0-ra.

Azt kell csak megmutatnunk, hogy a feltétel az y;, alkalmas vélasztasdval
orokithetd i-rél i + 1-re. Ez pedig egyszerii: legyen y;.41 az y; egy olyan gyermeke
(az y;-vel Gsszekotott cstics az 1+ 1. szintrdl), melynek végtelen sok leszarmazottja
van. Az indukcids feltevés szerint y;-nek végtelen sok leszdrmazottja van. Az (1)
kikotés miatt viszont csak véges sok gyermeke lehet; van tehdt olyan gyermeke is,
amelynek végtelen sok leszarmazottja van.

Ilyen valasztassal az yo, y1,. . -, Yis1 Sorozatra is igaz lesz az indukcids felte-
vés. A sorozat definicijdval tehdt sehol sem akadunk el; yo, y1, ..., ¥, - - - tényleg

egy végtelen 1it. O

A tétel bizonyitdsa: Alljon L C {0, 1, *, #}* nyelv azokbdl a szavakbdl, amelyek
kddjai valamilyen domindkészletnek. Vildgos, hogy L rekurziv: a helyes felépitési
leirdsok mindig megdll6 algoritmussal felismerhetdk. Elég ezek utdn azt igazolni,
hogy az L \ D nyelv rekurzive felsorolhato.

Alljon D* azon F domindkészletek leirdsaibél, melyekhez van olyan n, hogy
mdr a 2n x 2n-es négyzet sem rakhaté ki F-beli dominékkal. Egyszerd, és mos-
tanra mdr bizonydra ismerds érvelés mutatja, hogy D* € RE. Probdljuk ugyanis
sorban n = 1,2,...-re F-beli domindkkal kirakni a 2n x 2n-es. négyzetet. Ezt
adott n-re — ha mashogy nem — az Gsszes Kitoltési lehet6ség végignézésével te-
hetjiik meg. Ha van olyan n, melyre a 2n x 2n-es négyzet nem parkettdzhato ki,
akkor ezen az tton ez véges sok, bér esetleg csillagdszati szamu 1épés utdn kidertil.
Ekkor megéllunk elfogadva az F készletet leiré F sz6t.
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Ezutin a tétel igazoldsdhoz elegendé belitni, hogy
D*=L\D.

Vildgos, hogy D* C L\ D, hiszen D* domindkészletek leirdsaibdl all, tovabba
D*-beli készletekkel a sik nem rakhaté ki, hiszen mar egy alkalmas négyzet sem
rakhaté ki.

A forditott irdnyd D* D L\ D tartalmazds beldtdsdhoz elég megmutatni, hogy
ha egy F készlet nincs D*-ban, akkor nincs L \ D-ben sem. Egyszerdbben fogal-
mazva: ha minden n-re a 2n x 2n-es négyzet lefedhetd az F készlet domindival,
akkor az egész sik is. Ennek igazolasdra egy gyokeres, végtelen, szintezett gra-
fot definidlunk. A graf csicsai a négyzetek szabilyos kitoltéseinek felelnek meg
a kovetkezdk szerint. A nulladik szinten van a graf gySkere; ez felel meg az lires
négyzet (iires) fedésének. Altaldban az n-edik szint csicsai a 2n x 2n-es négy-
zet szabdlyos kitoltései F-beli domindkkal. Ezzel megadtuk a graf cstcsait. A
2n x 2n-es négyzet egyik kitoltésétdl akkor vezet él a 2(n + 1) x 2(n + 1)-es
négyzet valamely kitoltéséhez, ha utébbinak a k6zE&psd 2n x 2n-es négyzetét fedd
része megegyezik az elGbbivel.

gyokér

2x2

4 x4

Egyszerii ellen6rizni, hogy a graf teljesiti a Konig-lemma feltételeit. A gréf
azért lesz végtelen, mert tetsz8legesen nagy négyzetek kirakhaték F-beli domi-
nékkal. A lemma szerint van ebben a grafban végtelen irdnyitott dt. Ez az 1t pedig
az egész sik egy kirakdsdt adja. O

7.8.4. Post megfeleltetési problémaja

A kovetkez8 ~ Emil Posttdl szarmazé — elddnthetetlen probléma is egyfajta ki-
rakés feladat, de nem geometriai, hanem nyelvészeti jellegli. Azért szélunk réla,
mert felettébb hajlékony eszkdzt nyijt a matematikai €s szamitogépes nyelvészet
teriiletén egy sereg probléma eldonthetetlenségének a bizonyitaséra.
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Legyen X egy véges abe. Post megfeleltetési problémdjdnak egy példanya (be-
menete) egy (s,t) (s,t € 2*) alaki rendezett parokbdl all6 véges P halmaz.
A megfeleltetési feladat P bemenetét megoldharénak nevezziik, ha vannak olyan
(nem feltétlentl kiilonbézd) P-beli (s1,t1), (82,t2),. .., (sn, t,) parok gy, hogy

8182 -+ 8p = b1ty -ty

A feltétel tehdt az, hogy a kivdlasztott parok els§ komponenseinek @sszeolvasa-
sdval adédo6 sz6 egyezzen meg a mdsodik komponensek egymds utdn fiizésével
kapott széval. llyenkor az s1s2 - - sy,, vagy ami ugyanaz, a tyty---t, szét a P
megolddsdnak nevezziik. Példdul a P = {(iz,riz), (kar, ka), (ma, ma)} rend-
szer megoldhaté. Egy lehetséges megoldas a karizma szo6.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a P = {(ab, a), (ab, ba), (b, ba)} rendszernek nincs
megolddsa.

A kovetkez0 feladatbdl kitlinik, hogy a megolddshoz tényleg sziikség le-
het arra, hogy bizonyos pdrokat tobbszor is felhasznaljunk. Legyen P =
{(aa, aab), (bb, ba), (abb,b)}. A P’ bemenet tehdt harom parbdl 4ll. Ugyanakkor
igaz a kovetkezd.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a P’ rendszer megoldhato, €s a legrovidebb megol-
das négy parbdl illeszthet§ ssze (azaz 4 a legkisebb n, amivel megolddst kapha-
tunk).

A probléma angol nevébdl eredSen (Post’s correspondence problem) PCP
jeloli a megfeleltetési feladat megoldhaté példdnyainak leirgsaib6l allé nyelvet.
Megmutathaté, hogy nincs algoritmus, ami a megfeleltetési feladat megoldhaté
példdnyait felismerné. A PC'P nyelv tehdt nem rekurziv. Ervényes masfelsl a ko-

vetkez6:

Feladat: Mutassuk meg, hogy a PCP nyelv rekurzive felsorolhaté. (Tegyiik
fel, hogy a megfeleltetési feladat P bemenete k pérbél dll. Vegyiik sorra (n =
1,2,3,...) az n hosszii sorozatokat, melyek tagjai az 1,2, ...,k sorszamok, €s
ellendrizziik, hogy a sorozatnak megfeleld parok adnak-e megoldast.)

7.8.5. Egy nyitott kérdés: a kongruens szamok felismerése

Az eldonthetetlenség témakorétdl bicsizva meg szeretnénk jegyezni, hogy nem
egy lezart kutatdsi teriiletrdl van sz6. Ennek érzékeltetésére egy olyan problémét
ismertetiink, amelyre eddig nem taldltak algoritmust, és az eldénthetetlenségét sem
sikeriilt bizonyitani. A probléma drtatlanul egyszer{inek t{inik, és bizonyos szem-
pontbdl igen régi. A fogalom, amihez kapcsolédik, maér a X. szdzad arab frastudo-
inak a munkdiban is megtalilhatd.
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Definicié: Az m pozitiv egész kongruens szdm, ha van olyan derékszogii hdrom-
szog, melynek a teriilete m, és az oldalai raciondlis hosszitsdgiiak.

Megmutathatd, hogy 1, 2, 3 és 4 nem kongruens szdamok. Mdr e tények igazo-
lasa sem til egyszerdi. Kis kénnyebbség, hogy a négyesre vonatkoz6 4llitds azon-
nal kdvetkezik az egyesrdl sz6l6bdl (és forditva). Példaul, ha volna a négyeshez
megfeleld derékszogli hdaromszog, akkor azt a felére kicsinyitve egységnyi teri-
leti haromszoget kapnank.

Feladat: Hasznélva, hogy az z* + y* = 22 diofantikus egyenletnek nincs csupa
pozitiv megolddsa*, mutassuk meg, hogy a 2 nem kongruens szam. (Ha 2 kong-
ruens szdm volna, akkor iéteznének olyan w, v, w pozitiv egészek, melyekre
u? 4+ v? = w?, tovdbbd u és v relativ primek, és uv négyzetszdm. Az utdbbi
két feltétel miatt u €s v is négyzetszdmok.)

Mint azt Leonardo Pisano — ismertebb nevén: Fibonacci — 1220 kortil megélla-
pitotta, az 5 kongruens szam: 3/2, 20/3 és 41/6 a legegyszer{ibb olyan raciondlis
derékszogli haromszog oldalai, amelynek a teriilete 5. A sokszor latott 3,4, 5 har-
mas mutatja, hogy 6 is kongruens szam.

Felmertil a kérdés, van-e dltaldnos recept a kongruens szdmok felismerésére.
Ilyet eddig nem sikeriilt taldlni. Nem ismert, hogy a kongruens szamokbdl 4ll6
nyelv rekurziv-e>.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a kongruens szamokbdl 4llé nyelv rekurzive fel-
sorolhatd. (Legyen n a bemenet. Generdljuk valamilyen sorrendben a pozitiv ra-
ciondlis szdmokbdl 4ll6 (p,r, s) hdrmasokat. Egy hdrmasrdl ellen8rizziik, hogy
p? + q? = 2 és pg/2 = n teljesiilnek-e. Ha igen, akkor elfogadjuk n-et. Ellen-
kez& esetben folytatjuk a kovetkezd harmassal.)

‘Az 2* + yt = 2% egyenlet ilyen értelmii megoldhatatiansdgdt Pierre Fermat igazolta.

* Az aritmetikai geometria egy nevezetes sejtésébdl, a Birch—Swinnerton-Dyer-sejtésbl kovet-
kezik, hogy a kongruens szdmok problémdja eldonthetd. Ez a hipotézis bizonyos harmadfoki sik-
gorbék raciondlis koordindtdji pontjairdl szol. Jerrold Tunnell bizonyitotta, hogy ha a sejiés igaz,
akkor a kongruens szdmoknak van hatékony jellemzése. Ekkor a pdratlan négyzetmentes n egész
pontosan akkor kongruens szam, ha a 2z* + y* 4 822 = n diofantikus egyenletnek kétszer annyl
megolddsa van, mint a 227 4+ y* + 322% = pn egyenletnek. Ebbdl rogvest ldtszik, hogy legfeljebb
(n+1)3 szdmi (z, y, z) egész vektor vizsgalatava] cldonthetd, hogy n kongruens-e. Tunnell hasonlé
iellemzést adott a paros n-ekre is.
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7.9. Kolmogorov-bonyolultsag

Rosencrantz: Fej. (Megismétlik.)

Fej. (Zavart nevetéssel Guildensternre tekint.)

Kezd egy kicsit unalmas lenni, nem?

ToM STOPPARD: Rosencrantz és Guildenstern halott

Itt az informdcidtartalom egy algoritmusokon alapulé megkéozelitésével foglalko-
zunk, amit Gregory J. Chaitin, Andrej N. Kolmogorov és Ray J. Solomonoff dol-
goztak ki a hatvanas években. Kiinduldsul prébaljuk megfogalmazni, hogy egy
I*-beli sz6 mennyire tdmoren irhatd le; masképpen fogalmazva: milyen révid, mi-
lyen kevés jelbd! all6 kéddal nyomhaté 6ssze optimdlisan. Az ilyen fogalomalkotd
kisérletek egy lehetséges buktatéjdra vilagit rd az irdgép-paradoxon:

Tekintsiik azokat a természetes szdmokat, amelyeket magyar nyelven legfel-
jebb 100 billentyiileiitéssel definidlni lehet. A billentyfik szdma véges, igy ezen
szamok halmaza is véges. Van tehdt egy legkisebb természetes szdm, amit nem
lehet definidlni a fenti médon. De ekkor ,,az a legkisebb szdm, amely nem defi-
nidlhaté magyar nyelven legfeljebb szaz billentyiiletitéssel” egy szdzndl rovidebb
jelsorozat, tehdt olyan szdmot hatdroz meg, amely mégis benne van a definidlhato
szdmok halmazdban, ami nyilvdnval6 képtelenség.

A paradoxon arra figyelmeztet benniinket, hogy a ,,roviden valé leirhatésag”
csak dgy énmagdban még nem lesz haszndthat$ fogalom. Egy lehetséges kritika,
hogy a magyar nyelven leirhatésdg nem koti meg eléggé a leirds értelmezésének
médjdt. Kossiik ki tehdt, hogy a lefrds értelmezését, mds széval a dekédoldst al-
goritmussal, pontosabban — a Church-Turing-tézis alapjin — Turing-géppel végez-
ziik.

Milyen Turing-gépet haszndljunk erre a célra? Természetes elvards, hogy a
matematikai képlettel tdméren lefrhaté szdmok hatékonyan kédolhatdk, jelentd-
sen dsszenyomhatok legyenek. Példaul az n = 2% — 10 alakd szdmok bindris
kédja k = log, n hossziisdgd, ha k > 4. Viszont a 2% — 10 kifejezés hossza
csak a 2% — 10 képlet hosszdbdl valamint & bindris hosszdb6l tevédik Ossze, ami
log, log, n+ konstans. Szeretnénk, ha a fogalom tiikrdzné az ilyen alakd n szdmok
rovid lefrhatésdgat. St olyan jellegt szdmokat is hatékonyan szeretnénk kodoln.
mint a k-adik Fibonacci-szdm, a k-adik primszam, a 7 els§ k szdmjegye, stb. A
lefrdst kibonté gépnek ezek szerint ,értenie” kell az egyszerd aritmetikai képle-
teknél dltaldnosabban az algoritmusokat is. Ennek a feltételnek eleget tesznek az
univerzalis Turing-gépek.

Rogzitsiink tehdt egy U univerzilis Turing-gépet, és értelmezziik az x € I*
sz6 bonyolultsdgdt mint a legrévidebb y# 2 input sz6 hosszat, melyre U az @ sz0t
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szdmitja ki. Az igy adédé fogalom meglepSen értelmesnek bizonyul. Az U gép
valasztdsatdl nagy mértékben fliggetlen, és aszimptotikus értelemben jé (konstang
eltiérésen beliili) kozelitését adja az ,,optimumnak”. Példdul az n = 2k — 10 alakg
szdmok bonyolultsdga, mint varjuk, a 2% — 10 képlet hosszatdl eltekintve dltals-
ban log, log, n lesz. Rovidebb akkor lehet, ha k specidlis alaki (k-nak log,y k-nal
rovidebb lefrdsa van). Azt is igazolni tudjuk, hogy a legtobb esetben k leirdsa nem
lehet log, k-ndl sokkal révidebb.

Legyen tovdbbra is I = {0, 1}. Olyan Turing-gépekre szoritkozunk, amelyek-
nek a bemend abe-je I, és a szamitdsaik eredménye is J-beli betiikb&l 4ll. Egy
ilyen M gép a kordbbiakkal dsszhangban az fyy : I* — I* parcidlis fliggvényt
szdmolja ki. Jeloljiik Cps(z)-szel annak a legrovidebb bemend szénak a hosszit,
mellyel elinditva M az x sz6t adja eredményiil:

[ min{ly|: y€I*, fu(y) ==z} hailyen y létezik,
Culz) = { 00 o } kiilonben.

A Cpr(z) szam méri, hogy = mennyire nyomhaté dssze akkor, ha a kibontast,
vagyis az Osszenyomott szé visszafejtését az M algoritmus végzi: Cpr(z) a leg-
tomorebb kodszd hossza, mely az M algoritmus szdmadra x-et kédolja. A Cy(z)
érték erdsen fiigg M-tSl. Az  ismeretében kdnnyen szerkeszthetiink olyan My gé-
pet, mely az lires bemeneten z-et szdmolja ki. Olyan My gép is van, amely sosem
adja eredményiil z-et. Ekkor Cyy, (z) = 0 és C, () = 0.

Most megmutatjuk, hogy az univerzalis Turing-gépek korében a C' érték nem
fiigg ennyire vadul a gép vdlasztasatdl. Ki fog dertilni, hogy a kibonté képessé-
get illetSen egy univerzalis gép semelyik mdsik gépnél sem lehet szdmottevéen
rosszabb. Emlékeztetjiik az olvasdt, hogy egy U univerzdlis gép bemenete w#s
alaku, ahol w,s € I*. Az érdekes esetekben w egy M Turing-gép leirdsa, amit
M,,-vel is jeloliink. Az U gép a w#s bemeneten utdnozza az M,, mikodését az s
inputtal. A tovdbbiakban feltessziik, hogy az univerzalis gépeink is egyszalagosak,
és a szalag-abe-jiik {0, 1,ii}. Ennek megfelelSen az # elvilaszto jelet egy véges
bitsorozat kddolja.

Tétel (invariancia-tétel): Legven U egy univerzilis Turing-gép. Ekkor tetszdleges
M Turing-gépre létezik egy (csak M-t6l fiiggd) cpr € Z7 dllandd, mellyel minden
x € I'* szora teljesiil a kivetkezd egyenldtlenség:

Cy(z) < Cpm(z) +cm.
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az M gép leirdsa a w € I* sz6, és legyen y egy

legrovidebb sz6, amibdl M az z-et bontja ki: y € I*, fm(y) = z, és |y| =
Ch(z). Az univerzalis gép definicigja szerint ekkor U a w#y bemeneten z-et
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adja eredményiil; mds széval fy(wH#y) = x. Ebbdl a Cy fiiggvény értelmezése
alapjan kovetkezik, hogy

Culz) < lwfty] = |w| + |y| = lwH#| + Cup(z).
A cyr = |w#| vélasztas tehdt megfelel a kovetelményeknek. O

Az invariancia-tétel szerint a Cyy () érték csak legfeljebb egy 2-181 fiiggetlen 4llan-
déval haladhatja meg Cpy(z)-et. Ezt gy értelmezhetjiik, hogy az U-hoz tartozé
gsszenyomhatésag mértéke nem marad el szdmottevden semelyik masik M gép
szerinti 6sszenyomhatdsagtol sem.

Kovetkezmény: Legyenek Uy és Uy univerzdlis Turing-gépek, melyek input abe-
je I ={0,1}. Ekkor van olvan ¢ = cy, u, dllands, hogy minden x € I* széra

JCu, (z) — Cuy, (@) < c.

Bizonyitas: Alkalmazzuk az invariancia-tételt elgszor az U = Uy, M = Us, majd
pedig az U = Uz, M = Uy szereposztdssal. Adddik, hogy tetszGleges x € TI*
széra teljesiilnek a Cy, (z) < Cy, () + cu, és Cy,(z) < Cpy,(x) + cy, egyen-
I6tlenségek, ahol ¢y, az U;-t8l fiiggd pozitiv dllandd. Arra jutunk ezekbdl, hogy a
¢ = max{cy,, ¢y, } értékkel |Cy, (z) — Cp,(z)] < c teljesiil. O

2

Az el6z6 szerint Cp(z) nem fiigg nagyon erSsen az U univerzalis gép vélasz-
tasdtol. Ha U’ egy masik univerzdlis gép, akkor a Cy () és Cyr(z) eltérése egy
z-t6] fiiggetlen korldton beliil marad. Ez alapot ad arra, hogy egyetlen — mostantdl
fogva rogzitett — U univerzilis gép segitségével tanulményozzuk az 6sszenyomha-
tosdgot.

Definici6 (Kolmogorov-bonyolultsig):
Legyen x € I*. A C(x) := Cy(z) mennyiség az x sz6 Kolmogorov-bonyolultsdga.

Egy fiiggvény definicijdt ldtva az embernek olykor kedve tdmad, hogy ki-
szdmolja néhany helyettesitési értékét. Mi lesz példaul C(0010)? Kivancsisdgunk
mindjdrt akadalyba litkézik: az U-t nem adtuk meg elég pontosan ahhoz, hogy
a meghatdrozast kévetve szamolhassunk vele. Rovidesen kideriil, hogy C(z) ki-
szdmitdsa nehéz feladat; a C fiiggvény nem rekurziv. Mihez lehet hat kezdeni
egy ilyen fiiggvénnyel, amelynek az értékei és szamolhatésdga koriil ennyi gond
van? A vilasz az, hogy C(x,,) alakd sorozatok nivekedési rendjét érdemes vizs-
galni, ahol z1,x9,... ndvekvd hosszisagi I*-beli szavak sorozata. Példaul az
n = 2% . 10 alaki szdmokra C(n) < log, log, n + ¢ teljesiil alkalmas ¢’ allan-
. ddval. Az egyenl6tlenség bal oldaldn n € I'* az n szdm szokdsos bindris kédjdt je- |
161i. Az egyenl6tlenség az invariancia-tétel egyszerti kovetkezménye. Van ugyanis
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olyan algoritmus, amely a bindrisan irt, és ezért legfeljebb log, log, n + 1 hosszi-
sagu k-bol n-et szamitja ki. A megfelels M géppel tehdt Cpr(n) < log, log, n+1,
és innen az invariancia-tétel adja a C'(n)-re vonatkozé allitdst.

Az invariancia-tétel tovabbi egyszeri kdvetkezménye, hogy egy I*-beli sz6
Kolmogorov-bonyolultsdga nem haladja meg lényegesen a sz6 hosszit:

Kovetkezmény: Legyen x € I*. Ekkor C(z) < |z|+k, ahol k egy x-16l fiiggetlen
dllando.

Bizonyitds: Jelolje M azt a Turing-gépet, amely az inputot érintetlentil hagyva
egy lépésben megdll. Nyilvin fas(z) = z, s6t Cy(z) = |z is teljestil barmely
x € I* széra. Az M gépre alkalmazhatjuk az invariancia-tételt; éppen a kivant
egyenlétlenséget kapjuk. O

A forditott irdnyt illetSen megmutatjuk, hogy a szavak tilnyomé tobbségének
a Kolmogorov-bonyolultsdga kozel van a sz6 hosszdhoz. Vannak olyan szavak is,
amelyek nem frhatdk le révidebben, mint a sajit hosszuk. Ezeket kiilon névvel
illetjtik:

Definicié: Az x € I* 576 6sszenyomhatatlan, ha C(z) > |z|.

Tétel: Legyen k € 7.F. Legfeljebb 2811 — 1 & € I* 526 van, melyre C(x) < k.
Kovetkezésképpen minden n > 1 egészre létezik n hosszisdgii dsszenyomhatatlan
§z0. Ha n > 8, akkor az n hosszii T*-beli szavak t6bb, mint 99 szdzalékdnak a
Kolmogorov-bonyolultsdga nagyobb, mint n — 8.

Bizonyitas: Legyen
Hy={zeI": C(z) <k}

Haz, 2’ € Hy, akkor a Kolmogorov-bonyolultsag definicidja szerint vannak olyan
y,y' € I* szavak, melyekre fy(y) = z, fu(y') = 2, tovabbd |y| < k és |y'| < k-
Nyilvanval6, hogy ha z # ', akkor y # ¢/, hiszen U egy bemenetéhez nem tar-
tozhat két kiilonbozd eredmény. A H, halmaznak eszerint legfeljebb annyi eleme
lehet, mint ahdny k-ndl nem hosszabb sz6 van I*-ban. Az utébbi szavak szdma
pedig 1 +2 + - 4 2k~ 1 2k = 2k+1 _ 1 Ezzel az els6 dllitdst igazoltuk.

A miésodik a k = n — 1 valasztdssal azonnal adédik az els6b6l: az n hosszd
szavak szdma 2", a H,, 1 halmazban pedig legfeljebb 2" — 1 526 van. Létezik tehdt
olyan n hosszi sz6, ami nincs H,,_1-ben; ez egy &sszenyomhatatlan szo.

Hatra van még az utolsé dllitds. A H,,_g halmaznak legfeljebb 277 — 1 <
277 eleme van. A kedvezétlen esetek ardnya az n hosszd szavak kozott igy leg-
feljebb 27~7 /2™ = 1/128, ami kisebb, mint 1/100. O
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Feladat: Legyen w : Z* — Z% egy végtelenhez tart fiiggvény, azaz
limp— o0 w(n) = oo teljesiiljon. Igazoljuk, hogy ekkor

o G € Jsl =, 0@ > n = o)}
n— 0o |{x€I* : |$1:n}\

= 1.

Vagyis ,,majdnem minden" z széra igaz a C(z) > |z| — w(]z|) egyenlbtlenség.
(Mutassuk meg, hogy a |H,,_,(»y|/2" hinyados nulldhoz tart.)

Egy tipikus sz6 Kolmogorov-bonyolultsdga tehdt kézel van a hosszdhoz. En-
nek furcsa ellenpontjaként emlithetjiik, hogy mégsem tudunk minden n-re egy
olyan n hosszd x,, szot algoritmussal elddllitani, amelyre mondjuk C(z,) > n/2.
Ha volna ugyanis egy M Turing-gép, ami a bindrisan {rt n inputra egy ilyen
sz6t adna, akkor Ca(z,) < logyn + 1, és az invariancia-tétel alapjdn C(z,) <
logy n + c teljesiilne. Az utébbi mennyiség viszont elég nagy n-re kisebb lesz,
mint n/2. Ez pedig ellentmond a C{z,) > n/2 feltételnek. Ezek utdn mér az sem
meglepd, hogy a Kolmogorov-bonyolultsdgot nem lehet kiszdmitani:

Tétel: AC . I* — I” fiiggvény nem rekurziv.

Bizonyitas: A szokdsos bindris dbrdzolds segitségével a ZT halmazt I* részének
tekinthetjiik. Legyen ezutdn F : Z" — I'* a kivetkezd fiiggvény:

F(m) := min{z € I*; C(z) > m},

ahol a minimumot az /*-beli szavak kanonikus rendezése szerint értjiik. Az F min-
den természetes szamra értelmezett, mert létezik tetszlegesen nagy Kolmogorov-
bonyolultsagii sz6. Tegyiik fel indirekte, hogy C rekurziv. Ezt a feltevést haszndlva
megmutatjuk, hogy F parcidlisan rekurziv, azaz van olyan M Turing-gép, melyre
F = fpr. Az M algoritmus munkdja az m bemenetnél felettébb egyszert: vessziik
az x € I* szavakat a kanonikus sorrendben, és kiszdmitjuk a C(z) értéket. Ezen
a ponton akndzzuk ki a C rekurzivitdsdt. Kifrjuk az els§ olyan x szét, amelyre
C(z) > m, és megdllunk. Médrmost az F definicidja szerint

m < C(F(m)).
Maésrészt az invariancia-tétel alapjdn alkalmas c-vel igaz, hogy
C(F(m)) < Cu(F(m)) +c.
Ugyanakkor a Cjys értelmezése szerint, ha m > 0, akkor

Cr(F(m)) < logym + 1,
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hiszen M a bindrisan dbrdzolt m inputbd! elBéllitja F'(m)-et. A kapott egyenlét-
lenségeket Osszerakva m > 0 esetén arra jutunk, hogy

m < logam+1+c,

ami elég nagy m-re lehetetlen. Az igy nyert ellentmondds bizonyitja, hogy C nem
rekurziv. O

A Kolmogorov-bonyolultsag néhany alkalmazasa

A Kolmogorov-bonyolultsdg dnmagdban is érdekes fogalom, de ezenfeliil kitlinik
még a sokoldald, szines alkalmazdasi lehetSségeivel. Eme alkalmazdsok koziil itt
harmat emlitiink.

1. A Megallasi probléma eldonthetetlensége

A Kolmogorov-bonyolultsdg tulajdonsdgait hasznalva egyszertien igazolhatd,
hogy az L megdlldsi nyelv eldonthetetlen. Tegyiik fel ugyanis indirekte, hogy
létezik egy az L, nyelvet felismerS, mindig megallé M algoritmus. Megmutat-
juk, hogy az M segitségével a C fiiggvény kiszdmithat6, ami ellentmond az el6z6
tételnek.

Legyen z € I*. A C(z) érték az (egyik) legrovidebb olyan y € I* sz6 hossza,
melyre fi;(y) = z. It nyilvdn elegend§ az olyan y szavakra szoritkozni, melyek-
kel mint bemenetekkel az U valamikor megill. A C(z) meghatdrozasahoz tehit
a kanonikus sorrendben vessziik az y € I* szavakat. Egy y szdra el8szor az M
algoritmussal ellendrizziik, hogy U megdll-e az y inputtal. Ha a valasz nemleges,
akkor eldobjuk y-t, és vessziik a kovetkezd szot. Ha a vdlasz igenld, akkor az y-
nal elinditjuk az U-t. Az U munkdjanak végeztével ellendrizziik, hogy az fy(y)
eredmény egyenl§-e z-szel. Ha nem, akkor a kanonikus sorrend szerint kovetkezd
y-nal prébalkozunk. Az elsé olyan y szénal dllunk meg, amelyre fy(y) = =, és
kifrjuk az y hosszét. Ilyen y létezik, és a vazolt recepttel véges sok l€pésben meg
is talaljuk. O

Feladat: Mutassuk meg, hogy a
{z#n: zel*, ne 7, C(z) < n}
nyelv rekurzive felsorolhatd, de nem rekurziv. (Az elsd dllitdshoz a (ZF)?-beli

péarok algoritmikus felsoroldsa hasznilhaté. A masodikhoz mutassuk meg, hogy
ha a nyelv rekurziv lenne, akkor a C fiiggvényt ki tudndnk szdmitani.)
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2. Palindrémak felismerése egyszalagos Turing-géppel

Korabban littuk, hogy egy k szalagos M Turing-gép szimuldlhat6 olyan egy-
szalagos IV géppel, melynek az idSfiiggvénye legfeljebb az M id6fiiggvényének
négyzetével ardnyosan n6: Ty (n) = O(Tg(n)). Most megmutatjuk, hogy ez a
kvadratikus becslés €les: egy olyan nyelvet ismertetiink, mely kétszalagos géppel
linedris (azaz O(n)) id6ben felismerhets, egyszalagos géppel viszont nem ismer-
het§ fel o(n?) 1épésen beliil.

Egy szét palindromdnak vagy titkorszonak neveziink, ha visszafelé¢ olvasva
is magat a sz6t kapjuk. Példdul a kajak egy tiikorszé. Az egyik legnevezetesebb
palindréma a Napdleon sirkdvén levé felirat: ABLE WAS [ ERE I SAW ELBA.

Legyen L, az I*-beli palindrémdkbdl 4ll6 nyelv. Kénnyen ldthat6, hogy két-
szalagos Turing-géppel egy n hosszi w € I* szénak az Ly-be tartozdsa O(n)
1épésben eldonthetd: eldszor felmdsoljuk a w input sz6t a médsodik szalagra, majd
az elsd fejjel visszamegylink a szalag elejére. Végiil a két fejjel ellentétes irdnyban
haladva ellendrizziik, hogy a tiikkrsen elhelyezkedd jelek egyeznek-e. Egyszalagos
géppel mdr nem megy ilyen gyorsan:

Tétel: Nincs olyan egyszalagos M Turing-gép, amely az Ly, nyelvet ismeri fel, és
amelynek iddfiiggvényére Tpy(n) = o(n?) teljesiil.

El6szor megprébalunk szemléletes képet adni a bizonyitasban szerepld gon-
dolatokrél. Legyen M egyszalagos Turing-gép, amelynek a nyelve L, és nézzik
M munkdjat egy n hosszi s € I* input szén. Osszuk hdrom egyenld részre a sza-
lagnak a bemenetet tartalmazd részét. Az (s € L,?) megvdlaszoldsdhoz a gépnek
valahogy 8ssze kell vetnie az s elsd harmadét az utolséval. Az M konstans mennyi-
ségili — mondjuk b bit — informaciét tud a belsd dllapotaiban tdrolni, és ezért a fej
mozditdsdval egy hellyel -arrébb vinni. Az M munkdjat igy képzeljiik el, hogy az
s elsé harmaddbél valé informdciddarabokat vet dssze az s végén taldlhaté parjuk-
kal. Az Osszehasonlitds elvégzéséhez viszont a gépnek az egyik darabkat el kell
vinnie a masikhoz, ami legaldbb n/3 1épést jelent. A gép igy Osszesen legalabb
n/3 bit informéciét szallit el legaldbb n/3 celldnyira. Egy Iépésben b bitet képes
egy hellyel arrébb vinni. Tehdt az n/3-n/3 = n?/9- bit- cella fuvar teljesitéséhez
legaldbb n?/(9b) 1épés kell.

Hogy mindezeket pontossa tegyiik, meg kell fogalmaznunk, mi is az informa-
cié, amit M szdllit. Erre szolgal az dtkeldnapld. Legyen ¢ az M gép egy szalag-
celldja. Tekintsiik M futdsit az s € I* bemeneten, és jegyezziik fel sorra az M
allapotat azokban a pillanatokban, amikor a fej dtlépi a ¢ cella jobb oldali hatdrat.
Az igy ad6d6 g1, q2, - . ., gm sorozat a c cella drkelénaploja. Az elsé atlépéskor (ez
sziikségképpen jobbra 1épés)y M a ¢ éllapotban van, a mdsodikndl (ami balra I¢-
pés) g, stb. Mint a bizonyitdsban ldtni fogjuk, az dtkel6naplé tényleg tgy vehetd,
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mint a ¢ hatdrdn dtmend informdcié h{ jegyz6konyve. Vildgos, hogy az dtkels-
naplé m|Q)| bittel leirhatd (Q az M belsd dllapotainak halmaza). Az dtjuté infor-
macié mennyiségének mérésére pedig a Kolmogorov-bonyolultsdg lesz alkalmas,

A kovetkezd takaros érvelés Wolfgang J. Paultdl szarmazik.

A tétel bizonyitasa: Tegyiik fel, hogy M egyszalagos Turing-gép, melyre
Ly = Lp. Elég igazolni, hogy az n = 3k hossziisidgi bemeneteken M legalibb
dn? 1épést tesz, ahol d > 0 4llandé, és n elég nagy. Feltehetjiik, hogy megallaskor
M feje az elsd celldra mutat; ez a lé€pésszam dupldzdsa drdn elérhetd.

Nézziik M miikodését egy s = wiFw* alaki bemeneten, ahol w egy k hosszi-
sdgud Gsszenyomhatatlan szé, és w* jeldli a w szé forditottjat. Az s egy n hosszi-
sdgd palindréma.

Tekintsiik az s kozépsS harmaddt tartalmazé celldk dtkelSnapldit. Ha ezek
mindegyike tobb, mint n/(10|Q)|) bejegyzést tartalmaz, akkor M ezen a bemene-
ten t6bb, mint n/(10Q]) - n/3 = n?/(30|Q)|) 1épést tett. Ekkor készen vagyunk;
az ilyen bemeneten M tényleg nem végezhet o(n?) lépésben. Feltehetd tehdt, hogy
van olyan c cella a k6zépsS harmadban, amelynek az dtkelSnaplSjaban legfeljebb
n/(10|Q]) allapot szerepel. Megmutatjuk, hogy ez ellentmondashoz vezet, ha n
elég nagy.

Pontosabban azt igazoljuk, hogy van olyan M’ algoritmus, amely az n szdm-
bél, a c cella i sorszdmdbol és a c-hez tartozo dtkelénaplo leivdsdbol rekonstru-
dlja a w szot. M'-nek ez a bemenete leirhaté 2logy n + 2 + n/10 bittel. Ebbd]
tehdt Cpp(w) < 2logan + 2 + n/10 és az invariancia-tétel alapjin C(w) <
2logyn + 2 + n/10 + ¢pp kivetkezne. Kellden nagy n-re ez tényleg (itkdzik a
C(w) > k = n/3 feltevéssel.

Elegendd ezutdn a délt betds allitast bizonyitani. Az M’ algoritmus sorra veszi
a k hosszdsdgd = € I* szavakat. Egy ilyen széval a kovetkezbket teszi:

(1) Felirja M szalagjdnak elejére az ¢1* % szét.

(2) Szimuldlja M 1épéseit, amig az nem 1ép til a c celldn.

(3) Ha M megall elutasité dllapotban, akkor M’ az (1)-t8l djrakezdi a kivetkezd
x szdval.

(4) Ha M elfogad6 dllapotban dll meg, akkor M’ kifrja az x szét, és megéll.

(5) Ha M feje jobbra el akarja hagyni c-t, akkor ellendrzi, hogy M bels6 allapota
megegyezik-e az dtkel8napléban kovetkezSvel (ez kezdetben ¢p). Ha nem, akkor
djra kezdi a munkdt a kovetkez8 x szdval.

(6) Ha az allapotok egyeznek, akkor M’ dtugorja M-nek a c-n tili mikodését.
Ez annyit tesz, hogy M-et az dtkel6naplé szerint kovetkezd (ez elSszor go lehet)
allapotba teszi, a fejét a c celldra allitja. Ezutdn (2) szerint folytatja a szimuldciot.

A lényeges észrevétel az, hogy ha az (5)-beli teszteknél mindig igen a vélasz,
akkor a szimuldciondl az els§ ¢ celldn pontosan ugyanaz torténik, mint ami akkor
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torténne, ha M-et az z1¥w* széval inditandnk el. Ez kozvetleniil adédik a Turing-
gép definicidjabdl: a c-t6l jobbra esé részen a miikodés csak az atlépd allapoton
keresztil fligg a szalag elején torténtektsl. Ugyanigy a szalag elején a c-t8l jobbra
levé munka csak a visszatér6 dllapoton keresztiil tud hatni.

Az z = w sz06 nyilvdn minden tesztet talél. M éppen a palindrémakat fogadja
el, ezért a szimuldcié pontosan akkor all meg M elfogadé dllapotdnal, ha 2 = w.
Az M’ algoritmus tehdt tényleg elGdllitja a w szét. Ezzel a bizonyités teljes. O

3. Véletlen sorozatok

A Kamra szinhdzban vagyunk. Kezdddik a Rosencrantz és Guildenstern halott.
Kihunynak a fények, minden s6tét. Valami nesz hallhatd, aztin valaki — késébb
megtudjuk, Rosencrantz az - azt mondja, hogy fej. Majd megint nesz, €s megint
fej. Ez tobbszor ismétlédik. Egy id6 utdn a kdzdnség felismeri az ,.algoritmust”,
enyhe deriiltség, és az egyik pénzkoppands utdn mdr a nézdk is stgjak, hogy fej. A
publikum érzékeli, hogy nagyon nem szokvényos, ami torténik.

- Ha pénzdarabot dobdlunk fel, és mondjuk Stvenszer egymds utdn fej adédik,
mint ahogy ez Stoppard darabjaban torténik, akkor ugy érezziik, hogy ez igen
kiilonos, és egyéltaldn nem véletlenszer. Egy véletlen sorozatot kuszanak, sza-
balyossdgok nélkiilinek képzeliink. A valészintiségszamitds jol ismert alapfogal-
mai viszont nem adnak mddot ilyesfajta kiilonbségtételre. A csupa fej sorozat
ugyanolyannak latszik, mint barmelyik mdsik sorozat, hiszen minden egyes so-
rozat ugyanazzal a 2% eséllyel fordul el8.

A Kolmogorov-bonyolultsdg taldn legérdekesebb vondsa, hogy segitségével
értelmesen definidlhaté a véletlen sorozat. A kapott fogalom igen hatdrozottan
megkiilonbozteti a szabdlyos sorozatokat a kuszdiktol. A tobbféle lehetséges meg-
hatdrozas koziil itt csak egyet ismertetiink. Jelolje I°° a végtelen 0-1 sorozatok
halmazit. Egy = € I sorozatra legyen x,, az x els6 n bitjéb6l all6 szo.

Definicié (Kolmogorov-véletlen sorozat): Az x € I* sorozat egy véletlen soro-
zat, ha lim,, . o0 % = 1.

Egy sorozatot tehdt akkor tekintiink véletlennek, ha a kezdGszeletei véges sok
kivétellel nagy Kolmogorov-bonyolultsigdak (kozel dsszenyomhatatlanok). Ne-
vezziink egy = € I™ sorozatot algoritmussal el&dllithaténak, ha van olyan Turing-
gép, amely a bindrisan megadott n bemeneten éppen az x,, sz6t adja eredményiil.

Allitas: Ha az x € I* sorozat algoritmussal elédllithat, akkor x nem véletlen
sorozat.
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Bizonyitas: Legyen M egy az wz-et eldallité Turing-gép. Ekkor Cy(z,) <
logon + 1. Az invariancia-téte] szerint C(z,) < logymn + 1 4 cpy, amibg)
Clxy) =0.0

n

Hmy, oo

A .csupa fej" sorozat tehdt nem véletlen sorozat. A fogalom sok mas éree-
lemben is megfelel a véletlenrdl meglevé intuitiv képilinknek. Igazolhaté példaul,
hogy ha x egy véletlen sorozat, akkor z,-ben koriilbellil ugyanannyi nulla van,
mint egyes.

A véletlen sorozat definicidjdval kapcsolatban nem drt némi dvatossdg. Voltak
olyan nevezetes kisérletek, amelyekrdl kés6bb kideriilt, hogy til szigoriak abban

az értelemben, hogy egyetlen sorozat sem teljesiti az eldirt kikotéseket. Itt most
nem ez a helyzet. S6t, az is igaz, hogy I°° majdnem minden eleme véletlen sorozat.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az x € I sorozar bitjeit egymdsidl fiiggetleniil 1/2 vali-
sziniiséggel vilaszijuk. Ekkor x 1 valdszintiséggel véletlen sorozat lesz.

Bizonyitas: A C(z,) < n + ¢ egyenlGtlenségek miatt ha  nem véletlen, akkor
van olyan € > 0, hogy C(z,)/n < 1—c¢teljesiil végtelen sok n-re. Legyen k € Z7*
és

Sy = {z € I*™®; van végtelen sok n, melyre C(xy,)/n <1 —1/k}.

Ha x nem véletlen, akkor az el6z8ek szerint ¢ € S}, alkalmas k-ra. Innen

o0
Prob(z nem véletlen) < Z Prob(z € Si).
k=1

Elég tehat megmutatni, hogy a Prob(z € Sj) valészintségek mind nulldk. Le-

gyen ezutdn k egy rogzitett pozitiv egész, és jeldlje A, azt az eseményt, hogy

C(zn)/n < 1 — 1/k. Vildgos, hogy = € S, egyenértékd azzal, hogy az A, ese-
mények koziil végtelen sok kovetkezik be. A Borel-Cantelli-lemma © alapjén elég
beldtni, hogy a 3 ~>7 ; Prob(Ay) sor konvergens. A Prob(Ay) mennyiség becslé-
séhez elGszor megjegyezzuk. hogy a kordbbiak szerint kevesebb, mint 2(1-1/k)nt1
sz6 Kolmogorov-bonyolultsdga lehet kisebb, mint (1 — 1/k)n. Ezt haszndlva

o(1-1/k)n+1
Prob(4,) < ——— =2 p=1/kn=n — g(9=1/kyn — 9(1/3/2)™.

A" | Prob(A,) sor majordlhaté egy konvergens geometriai sor kétszeresével.
A blZOnyltdb ezzel teljes. O

®A Borel-Cantelli-lemma szerint ha Ay, A,, . .. olyan események egy valdszinfiségi mez6bdl.
amelyckre 3> Prob(A, ) konvergens, akkor 0 a valészinfisége annak a B eseménynek, hogy az
Aji események koziil végtelen sok bekdvetkezik. A lemma azonnal adddik abbdl a ténybd!, hogy
tetszbleges n-re a B benne van az An, Apy1,... események egyesitésében, tehit Prob(B) <
Sors,. Prob(A;), és a jobb oldali vsszeg n vilasztdsival tetszdlegesen Kicsive tehetd.
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7.10. A kozvetlen elérésii gép (RAM)

Itt egy olyan gépmodellt tirgyalunk, mely a Turing-gépeknél sokkal jobban hason-
lit a szokdsos szamitégépekre. A RAM rovidités az angol random access machine
elnevezés kezd6betliibsl szarmazik. A gép nevében a kdzvetlen elérés, illetve a
random access arra utal, hogy a memdridja a tdmbdskhoz hasonldan egyetlen elemi
lépéssel elérhetb cellikbdl 4ll. A modell bevezetésével tébb célunk is van. El6-
szor is: a kdzvetlen elérésii gép a Turing-gépeknél sokkal kényelmesebb eszkoz,
ha algoritmusokat akarunk tervezni. Masfel6l segitségével pontosan, ugyanakkor
eléggé valdsighiien definidlhaté a szdmitdsok id6koltsége. Végezetiil pedig a mo-
dell fontos adalékot szolgdltat a Church-Turing-tézishez. Megmutatjuk, hogy a
kozvetlen elérésii gépek szimuldlhatok Turing-gépekkel.

A kozvetlen elérésti gép alkotorészei a kovetkezbk: egy kizardlag olvasisra
hasznalhaté input szalag, egy csak irhaté outpurt szalag, a belsé tir és a program-
tar. A szalagok és a belsd tar celldkbdl allnak €s (egyirdnyban) végtelen hossziak.
Egy cella egy tetsz8leges egész szdmot tartalmazhat. A belsd tar celldit a termé-
szetes szdmokkal sorszdmozottaknak tekintjiik. Kitiintetett a nulladik cella, az ak-
kumuldtor, ami az elemi miiveletek egyik operandusdt, és altaldban az eredményét
is tartalmazza.

A programtarban taldthaté a gép programja. A program sorszamozott — szo-
kdsos kifejezéssel: cimkézett — utasitdsok véges sorozata. Az utasitdsszamldlo egy
mutatd, ami az éppen végrehajtandd utasitdsra mutat. A gép — értelemszerden —
az input szalagrdl veszi a szdmitds bemend adatait; az eredmény pedig az output
szalagon jelenik meg.

—& input szalag

o akkumuldtor

— T1
utasias- | program
szamliloé o

tdr

|

output szalag




240 7. TURING-GEPEK

v

A kovetkezd tabldzat a kozvetlen elérésii gép utasitdsait tartalmazza. Ez egyike
csupdn a lehetséges és értelmes utasitiskészleteknek. Az irodalomban tibbféle
véltozattal taldlkozhat az olvasé. A tdbldzatban az utasitds neve utdn az utasitds
paramétere szerepel.

Aritmetika | Adatmozgatds | Vezérlés

ADD  op | LOAD op | JUMP cimke
SUB op | STORE op | JGTZ  cimke
MULT op | READ op | JZERO cimke
DIV op | WRITE op | HALT

Itt op az adott utasitds (egyik) operandusa. Az operandusok hdromfélék le-
hetnek. Jel6ljon 7 egy egész szamot. Az = ¢ alakd operandus — az uin. kdzvetlen
operandus — az i egészet jelenti. Az ¢ operandus a belsd tdr ¢-edik celldjanak a
tartalmat jelenti. A ¢ formdji operandus az indirekt cimzés eszkoze. Jelentése az
1-edik tdrcelldban taldlhaté sorszdimmal azonositott cella tartalma. Tehdt ha példdul
r[0] = —4 és r[1] = 0, akkor a =1 operandus jelentése —4. Az ¢ és *7 alaki hivat-
kozdsokban ¢ szitkségképpen nemnegativ egész. (A hibak kezelésével kapcsolatos
kérdésekt6i eltekintiink.)

Az aritmetikai miveletek az Osszeadds (ADD), kivonas (SUB), szorzés
{MULT) és osztas (DIV) els$ argumentuma az akkumulétor, a médsodikat az op pa-
raméter adja. A mivelet eredménye az akkumuldtorba keriil. Példdul ha [0} = 17
és r{1] = 2, akkor DIV 1 hatdsdra a 8 = [17/2] érték keriil az akkumuldtorba.

A READ op utasitds hatdsdra az aktudlis input cella tartalma az op paraméter
dltal lefrt tarcelldba keriil. Az input szalagon az utasitds végrehajtdsa utdn a fej egy
celldnyit jobbra 1ép. A WRITE op az aktudlis output celldba itja az op-pal azonosi-
tott egészet. Itt op kzvetlen operandus is lehet. A fej az frds utan egy hellyel jobbra
1ép az output szalagon. A STORE op utasitds hatdsdra az akkumuldtor tartalma az
operandus 4ltal megadott (esetleg indirekt) cim{ tdrcelldba keriil; kdzvetlen ope-
randus itt nem hasznéthaté, mert nem jelol cimet. A LOAD op utasitds a forditoft
irdnyd adatmozgatdsra szolgdl; itt megengedett a kozvetlen (konstans) operandus
is.

A HALT utasitas hatdsdra a program megdll. A tovdbbi hdrom vezérlést sza-
bélyoz6 utasitds ugré utasitis. Ha az akkumuldtor tartalmara teljesiil az ugrdsi tel-
tétel, akkor a program a cimke dltal megadott sorszami utasitdssal folytatodik.
Minden mds esetben a programtir kovetkezs utasitdsaval folytatédik a munka. AZ
ugrdsi feltételek a kovetkezSk: JZERO: r[0] = 0, JGTZ: r[0] > 0, JUMP: iires —
azaz mindig teljesiil.

A RAM-modell két értelemben idealizilja a szokdsos egyprocesszoros archi-
tektiirakat: nincs megkotés a tdr, illetve a szalagok méretére. Ezenfeliil nincs ,,5z6-
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hossz", azaz egy cella tetsz6legesen széles egész szdmot tartalmazhat. Egyebekben
a modell megfelel az assemblerben programozhaté és némi periféridval kiegészi-
tett processzornak.

Koltségszamitas

A RAM-programok id&igényének mérésére kétféle mérdszdmot szokds alkal-
mazni. Az egyik az uniform kéltség. Egy program uniform kéltsége a futdsa so-
rén végrehajtott utasitsok szama. Ugy is mondhatjuk, hogy minden elemi utasitds
koltsége 1. A rendezés, a keresés €s a grafalgoritmusok kapcsdn 1ényegében ezt
a mérési modot hasznaltuk. Becsléseink a mddszerek uniform koltségére adtak
nagysdgrendi korlitokat.

Az uniform koltség haszndlatakor nem drt egy kis koriiltekintés. Mindenféle
huncutsdgot el lehet kovetni tigy, hogy oridsi méreti szimokkal dolgozunk. fgy
alacsony koltséget kaphatunk olyan szdmitdsokra is, amelyek gyakorlati megva-
I6sitasa igen draga. Egyszerd példaként tekintsiik az f(n) = 32" fiiggvényt. Az
f(n) érték kiszdmithat6 linedris, azaz O(n) uniform koltséggel: legyen x := 3,
majd n-szer iterdlva z := z2. Ugyanakkor vegyiik észre, hogy a k-adik iteraciés
1épésben két 2%-jegyii szdmot szorzunk ssze. Az eredménynek tehat 2"+ jegye
lesz. Ha mondjuk n = 1000, akkor 1000 elemi miiveletet végziink, a 21901 bitbsl
all6 eredmény leifrdsahoz viszont a vilig minden papirja sem elegendd.

A logaritmikus koltség kikiiszoboli ezt a fogyatékossagot, amennyiben érzé-
keny a szadmitdsban szerepld adatok méretére is. Ennél a szdmolasi médnal egy
utasitds koltsége a benne szereplé adatok Osszhossza. Egy egész szdm hossza a
bindris jegyeinek szama +1, hogy az elGjelre is tekintettel legyiink. Az adatok nél-
kiili utasitdsok (JUMP, HALT) koltsége 1. Egy program logaritmikus koltsége a
végrehajtott utasitdsok koltségeinek az dsszege.

Példa: ADD «1 uniform koltsége 1. A logaritmikus koltsége viszont
hossz(r[0]) + hossz(r[1]) + hossz(r[r[1]]) + hossz(1),

ahol r[i] a belsd tdr i-edik celldjanak a tartalmdt jeloli.

A logaritmikus koéltség a valésaghoz hii mérgszamot ad olyan programok ese-
t€n, amelyek nem tartalmaznak MULT, illetve DIV utasitdsokat. Ennek az alapja
az, hogy a t&bbi elemi mivelet ténylegesen megvaldsithaté a benne szerepl6 ada-
tok hosszaval ardnyos id6koltséggel. Példdul az dsszeadds és a kivonds esetén az
iskoldban tanult tdblazatkitoltd mdédszer ilyen tulajdonsdgu. A szorzdsra és az osz-
tidsra viszont mindeddig nem taldltak olyan algoritmust, ami n bites bemenetek
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esetén n-nel ardnyos szdmu bit-mfiivelette] megadnd az eredményt’.

A két koltségfogalmat Ssszevetve megdllapithatjuk, hogy az uniform koltséget
konnyebb szdmolni, becsiilni, a logaritmikus koltség pedig pontosabb, valdsdgo-
sabb mérészamot ad. Az uniform koltséget akkor értelmes haszndlni, ha tudunk
valami Korlatot a szamitas soran keletkez6 adatok méretére. Ha egy RAM-program
végig legfeljebb [ hossziisdgu adatokkal dolgozik, és az uniform koltsége m, akkor
a logaritmikus koltsége O(Im).

Az igazi szamitégépek processzorai szo-szervezéstick. Ez egyebek kozt azt
jelenti, hogy a széhossz korlitozza az elemi miiveletek operandusainak hosszit.
Maisfeld! az alkalmazasok tekintélyes részénél a természetesen ad6dé elemi adatok
és az ezekb6l nyert részeredmények beleférnek egy gépi széba. Az ilyen esetekben
az uniform kéltség, vagyis az elemi miiveletek szama haszndlhaté mér6szdmot ad.

Szimulaciék

A kovetkezd tétel azt dllitja, hogy a kozvetlen elérést gépek és a Turing-gépek
szamitd ereje megegyezik. Ezzel adalékot szolgdltat a Church-Turing-tézishez.
Maisfelél a RAM-ok csiszoltabb architektirdjuknak koszonhetSen gyorsabbak. A
hatékonysdgbeli nyereség azonban egy négyzetes korldton beliil marad. A tétel le-
hetdvé teszi, hogy ha hatékony algoritmust akarunk késziteni, akkor a programozas
természetéhez kozelebb all6 RAM-modellt haszndljuk.

Tétel (Turing-gép<>RAM szimulaciék):

(1) Tetszbleges M Turing-gép szimuldlhaté O(Ty(n)log Tar(n)) logaritmikus
kéltségit RAM programmal. A szimuldcio uniform kéltsége O(Tar(n)).

(2) Egy t(n) logaritmikus koliségii, MULT és DIV utasitdsokat nem tartal-
mazd RAM-program szimuldlhaté olyan N Turing-géppel, melynek az iddigényére
Tn(n) = O(t?(n)) teljesiil.

Bizonyitas: (vdzlat)

(1) Legyen M egy k-szalagos Turing-gép. Az dltaldnossdg rovésa nélkiil feltehet-
jlik, hogy M szalagjelei és belsd dllapotai is természetes szimok. Feltehetjiik azt
is, hogy az elfogadds/elutasitds tényét M az output szalagjdnak elsé mezején jelzi.
A szimulécié megkezdése el6tt M bemenete a RAM input szalagjdra van irva. EgY
celldban egyetlen szalagjel szerepel. A RAM bels6 tdranak els6 ¢ celldjat munka-
teriiletként hasznéljuk. A c egy az M-8l fiiggd 4dllandS. Ebben az elsd részben
tdroljuk az M aktudlis bels6 4llapotdt, s itt kap helyet az a k cella is, amelyekben
az M fejeinek helyzetét dbrazoljuk.

A szamitogépes aritmetika taldn legnevezetesebb nyitott kérdése, hogy van-¢ ilyen algoritmus.
A ma ismert leggyorsabb médszert Arnold Schonhage és Volker Strassen taldlta. Az algoritmus két
n jegy( szdm szorzdsdhoz O(n log n log log n) bit-miiveletet haszndl, é nem praktikus.
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A belsS tdr tovibbi részében dsszefésiilve® tiroljuk az M szalagjainak tartal-
mit: az M j-edik szalagjanak i-edik celldjt a belsS tar ¢ — 1 + j + ki sorszamu
celldja jelenti.

A RAM programja tartalmazza az M dtmeneteinek lefrdsat. Az M egy 1épését
a kozvetlen elérési gé€p a bemenet hosszatdl fiiggetlen konstans szami 1épésben
utdnozza. A fejezet elején vazolt if...then... utasitisok megvalésithaték konstans
sok RAM-alapmiivelettel. A RAM az M celldinak megfelel6 helyeket indirekt
cimzéssel €ri el a tar elsd részében levd mutatdk alapjan.

A programnak n jelb8l 4116 bemenet esetén szimuldlnia kell az M legfeljebb

T (n) 1épését. Ennek az uniform koltsége O(Tas(n)). Ugyanezen a korlaton be-
liil maradva dtmasolhatjuk az M output szalagjinak (érdemi) tartalmit a RAM
output szalagjdra. A szimuldcié uniform koltsége tehdt §sszesen is O(Th(n)). A
logaritmikus koltség becsléséhez nézziik a szimulicié soran fellépd szamok mé-
retét: az M szalagjelei és belsd allapotai (M-t6] fiiggd) konstans hosszisagdak, a
fejek helyét leiré mutaték pedig O(log T (n)) bittel dbréazolhaték. A szimulécié
logaritmikus koltsége tehdt O(Tar(n) log Tar(n)).
(2) A RAM-programot szimuldlé N gép szalagjelei legyenek {0, 1, +, —, #, ii}.
Az elsS négy jellel bindrisan irt el§jeles egészeket kodolunk, a # elvilasztojelként
fog szolgdlni. N-nek &t szalagja lesz. Az elsén a RAM belsd tardt abrdzoljuk,
a masodikon az akkumuldtor tartalmat. A harmadik szalag munkaszalag lesz, a
negyedik €s az 6todik pedig a RAM input, illetve output szalagjinak felel meg. Az
utébbi két szalagon a bindrisan dbrdzolt egészeket # jelek valasztjak el egymdstol.
N szalagjai tehdt igy néznek ki.

[ A RAM belsé tira

[ Az akkumuldtor tartaima

[ Munkaszalag

[ A RAM input szalagja

[ A RAM output szalagja

Kiilon figyelmet érdemel az elsé szalag, amin a RAM belsd meméridjét szi-
muldljuk. Ez a szalag cim# adat alaku feljegyzéseket tartalmaz, ## jelekkel el-
vélasztva.

[##ciml#adat1##C\'mg#admg##cimp,#adm3##c(m1#l’1j-adut Jfcima#di-adat #cimatij-adaty . .. .

YEzt az btletet érdemes megjegyezni. Valtozatait gyakran hasznaljdk az vin. dinamikus allokdciot
igényld helyzetekben: amikor is egyetlen tartomanyban tobb. dinamikusan véltozs méreti dllomédnyt
kell kezelni.
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Példdul az 1104 — 10001 par azt jelenti, hogy r[6] = —17. Egy adott cim( re-
kesz ,,beolvasasat” N gy végzi, hogy végigpdsztizza az els6 szalagot a legutolss
olyan feljegyzésig, amelynek a cim része egyezik az adott cimmel. A megfelels
adatrészt ezutdn az akkumulatort dbrdzold szalag elejére irja, és a végére iiresjelet
tesz. A, kifrds" gy torténik, hogy a megfeleld cim#adat part az els6 szalag végére
irjuk. Azért haszndlunk mindig dj helyet, mert el6fordulhat, hogy a széban forgs
celldban levs szdm mérete megnétt, és mar nem férne el a kordbbi helyére.

A RAM alaputasitdsainak az N dllapotcsoportjai felelnek meg. Példdul van
egy az dsszeadishoz tartozd allapotcsoport. Amig N az Osszeaddst végzi, addig az
aktudlis belsd dllapota ebbdl a csoportbdl keriil ki. A kovetkez6 RAM-utasitédsra
1€pést, illetve az ugrdsokat IV az dllapotcsoportok kozotti dtmenettel valdsitja meg.

Az alaputasitdsok koziil a LOAD és a STORE szimuldcigjat mar vazoltuk. To-
vabbi példaként tekintsiik az ADD %9 megval6sitdsat:

1. Eloszor N megkeresi az elsd szalagon a legutolsd olyan feljegyzést, aminek a
cimrésze ##1001#. Ha nincs ilyen, akkor N megall, a szimuldcié nem folytat-
hat6, hiszen az indirekt cimzés értelmetlen. Ha a keresett cim szerepel a szalagon,
akkor a mogétte levd a adatot IV a harmadik szalag elejére mdsolja.

2. Megkeresi az els6 szalagon az utolsé feljegyzést, aminek a cimrésze a harmadik
szalagon levé a érték. Ha ez nem lehetséges, akkor N megdll. Ha a keresés sikeres
volt, akkor az a cimhez tartozé b adatrészt a harmadik szalag elejére masolja.

3. A harmadik szalagon taldlhaté b szdmot hozzdadja az akkumuldtor tartalmdhoz,
vagyis a masodik szalagon levs szdmhoz; az eredmény a mésodik szalagon jelenik
meg.

Ezeket a mintdkat kdvetve nem nehéz meggondolni, hogy az alaputasitdsok
—~a MULT és DIV kivételével — megvaldsithatdk gy, hogy IV lépésszama az uta-
sitasban szerepld adatok hosszdval plusz az elsS szalag érdemi részének hosszdval
ardnyos legyen. Ha a RAM bemenetének mérete n volt, akkor a logaritmikus kolt-
ség definicidja szerint ez az Ssszhossz O(t(n)), igy egy 1épés szimuldcidjanak a
koltsége is O(t(n)).

A RAM t(n) 1épésénck szimuldcidjghoz tehdt N legfeljebb t(n)O(t(n)) =
O(t%(n)) 1épést tesz. O
Feladat: Mutassuk meg, hogy két n jegy(i egész szorzasa, illetve osztdsa Turing-
géppel O(n?) 1épésben elvégezhetd.

Feladat: Mutassuk meg, hogy egy tetsz8leges (MULT és DIV utasitasokat is hasz-
ndlé) RAM-program szimulalhaté egy olyan N Turing-géppel, amelyre Ty (n) =
O(t3(n)).

A tétel, illetve az utébbi feladat szerint ha egy algoritmikus probléma megold-
haté T'(n) kéltséggel az egyik modellben, akkor megoldhaté legfeliebb O(T3(n))
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koltséggel a mésik modellben is. A két modell tehét polinomidlisan ésszehason-
lithato abban az értelemben, hogy az egyiknél szdmitott k&ltség becsiilhetd a ma-
sikon vett kéltség egy polinomjdval. Ha tehdt pusztan az érdekel benniinket, hogy
egy feladatra van-e O(n®) koltség( algoritmus valamilyen ¢ > 0 kitevSvel?, akkor
k6z6mbds, hogy melyik gépmodellben gondolkodunk.

YHatékony algoritmusok keresésekor gyakran ez az elsS kérdés, amivel foglalkozunk.



