6.

Grafalgoritmusok

Kezdetben van a viszony.

Tekintsiik a primitiv népek nyelvét... E nyelv sejtmagjai — e nyely-
tanisdg eldi dsformdk, melyek szétrobbandsdbdl jon létre a sz6-
fajok sokfélesége, ezek dltaldban valamely viszony egészér jelo-
lik. Ahol mi azt mondjuk: , messze, tdvol”, ott a zulu mondat-
sz0t mond, mely ennyit tesz: ,,Ott, ahol az ember ezt kidltja:
»Anydm, elvesztem!«.” MARTIN BUBER: En és Te

6.1. Bevezetés

Algoritmikus problémak megoldisa sorin gyakran van sziikségiink dolgok ko-
zOtti bindris kapcsolatok dbrdzoldsdra, kezelésére. Erre természetes modellt ki-
nalnak a grafok. A graf csticsai az objektumoknak, az élei pedig a koztiik levd
(par-)kapcsolatoknak felelnek meg. A probléma jellegébdl adédéan hasznalhatunk
irdnyitott vagy irdnyitatlan, silyozott vagy sulyozatlan €l grafokat. A graf nép-
szerli modellezd eszkoz egyszeriisége, kezelhetSsége és kifejezd képességének td-
gassaga miatt. A seregnyi alkalmazasi tertilet k6zott eldkeld helyen emlithet6 maga
a szamitdstudomany.

Az egyik legjelentSsebb adatmodellezd irdnyzat a halés megkozelités', ami a
leirmi kivéant jelenségkort iranyitott grafokkal dbrdzolja. A modell alapfogalmai a
gréf cstcsai, az élek pedig a koztiik meglevd viszonyokat, kdlcsonhatisokat, kap-
csolatokat jelolik. Graf az egész vildg — sugalijdk a hdlés filozéfia hivei. Grafoknak
tekinthetSk a bels6 memdrids adatkezelés (olykor igen szovevényes) listaszerke-
zetei is, ahol az adatelemek kozétti mutaték (elterjedt szakkifejezéssel: pointe-

A régebbi adatbazis-rendszerek koziil ezt a modellt haszndlja pl. az IDMS, az Gjabbak kozil
pedig a dbVISTA.
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rek) jelentik az éleket. Ez a teriilet a grafalgoritmusok idSrendben els§ komoly
alkalmazdsi terepe. Ebben a kornyezetben gyakran van sziikség olyan algoritmu-
sokra, amelyek elérhetGséggel, Gsszefiiggdséggel kapesolatos kérdéseket vdlaszol-
nak meg, vagy hatékonyan bejérjik a szerkezetet. Utébbi feladat egy valtozataval,
nevezetesen a bindris fak bejarasaival (pre-, in-, postorder) mdr taldlkoztunk.

Hasznossdgukon til az igazdn csiszolt elemi grafalgoritmusok sajitosan ér-
dekesek is. Ennek a titka taldn abban van, hogy itt hdrom ismeretkér szédlai fo-
nédnak egybe: grdfokkal kapcsolatos matematikai tények (pl. a feszitéfak tulaj-
donsagai), nagy erejli adatszerkezetek (pl. a kupac vagy az itt bemutatésra keriils
UNIO-HOLVAN) és dltaldnos algoritmikus elvek (pl. a mohé médszer vagy az
optimalitds elve). A fejezetben targyalt médszerek tehdt a kdzvetlen hasznukon
til egyszersmind az adatszerkezetekkel kapcsolatos ismeretek alkalmazdsaként is
szolgdlnak, és el6k€szit6 anyagot adnak a késdbbi, dltaldnos algoritmuselméleti
részekhez.

A fejezetben a meglehetSsen szertedgazé anyagbodl csak néhdny fontos és egy-
szer(i, az alkalmazdsokban gyakran felmeriilé feladat és grafalgoritmus ismerte-
tésére szoritkozhatunk. Ezek az alapvetd moédszerek szdmos mas, dsszetettebb al-
goritmus részét képezik, vagy éppen vazaul szolgdlnak. Némelyek koziiliik olyan
gondolatot rejtenek magukban, amelyek kiindulSpontjai voltak/lehetnek mas prob-
lémdk megoldasanak.

Itt a bevezetSben tisztdzzuk azokat a fogalmakat, jeloléseket, amelyeket a
késSbbiekben haszndlni fogunk, és bemutatjuk a grafok legtobbszor haszndlt
szamitdgépes dbrazoldsi mddjait. Utdna a legrovidebb utak keresésének felada-
tdt tanulmédnyozzuk. Mdsik kozponti témdnkat a hatékony bejdré algoritmusok
(mélységi €s szélességi bejdrds) jelentik. Ezt kovetSen a legismertebb feszitéfa-
algoritmusokat tekingjiik dt. A fejezet végén a kombinatorikus optimalizdlds ird-
nydba mutaté feladatokat vesziink szemiigyre: pdrositdsok keresésével és hdlozati
folyamokkal foglalkozunk.

6.1.1. Alapfogalmak, jelolések

Egy G graf két halmazbdl 4ll: a csiicsok vagy pontok V' halmazabél, mely egy
Véges, nem iires halmaz; és az élek E halmazabdl, melynek elemei bizonyos V-
beli parok. Ha ezekrdl a pontparokrél kikotjiik, hogy rendezettek legyenek, akkor
Irdnyitort grdfrdl, kiilonben pedig irdnyitatlan grafrdl, vagy egyszertien csak grdf-
1ol beszéliink. Az irdnyitott grafokat tehdt nem szimmetrikus, mig az irdnyitat-
lanokat szimmetrikus kapcsolatok lefrdsdra hasznélhatjuk. Mar itt megjegyezziik,
hogy egy iranyitatlan graf felfoghaté specidlis irdnyitott grafként, ha minden €lét
két — oda és vissza mutaté — irdnyitott €llel helyettesitjiik. Ezt az atirast haszndlva
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tobb irdnyitott grafokra megfogalmazott feladat (és azt megoldé algoritmus) értel-
mezhet$ (haszndlhatd) irdnyitatlan grafokra is. Forditva, az irdnyitott grafok is te-
kinthetSk irdnyfitatlannak vigy, hogy elfeledkeziink az élek irdnyitdsrél. Ekkor nem
tesziink kiilonbséget az (u,v) és a (v, u) par (él) kozott.

A H halmaz elemszamit |H| jeloli. Az egyszeriiség kedvéért az n és e betiik
dltaldban az adott graf csics-, illetve élhalmazinak elemszdmat jelslik. Nevezete-
sen haa G = (V, E) grifrdl beszéliink, akkor n = |V| és e = | E).

Az objektumok kozétti kapesolat sokszor jelenti ut 1étezését vagy kommuni-
kdcié lehetSségét. Ilyenkor gyakran van sziikség arra, hogy az élekhez silyokat
vagy koltségeket tartsunk nyilvdn, melyek példdul id6t, hosszisdgot, pénzt és még
sok mdst abrazolhatnak. Ezt dltaliban egy valds értékd fliggvényként fogjuk fel,
melynek értelmezési tartomdnya a graf élhalmaza, és melyet c-vel, a cost angol
sz6 kezddbetlijével jeloliink.

Egy dt — akdr irdnyitott, akdr irdnyitatlan grafban — csicsok olyan v, . .., v
sorozata (ez lehet egyelem is), melyre (v;, v;41) minden i-re (1 <7 < k— 1) éle
a grafnak. Egy utat kornek neveziink, ha kezdé és végpontja megegyezik. Egy tit,
illetve egy kor egyszerd, ha minden cstics, amin dthalad, kiilonbo6zs, kivéve a kér
kezdd- és végpontjat. Iranyitott grafoknal a (v, w) él jelolésére hasznélni fogjuk
a v —~ w viltozatot is. Egy a v cstcsbél a w-be mend irdnyitott tra dltaldban a
v ~ w jeloléssel utalunk.

Legyen G = (V, E) egy — akdr irdnyitott, akdr iranyitatlan — graf. Ertelmez-
ziik a ~ reldciét a V' ponthalmazon a kovetkez8képpen: az x,y € V csicsokra
x ~ y, ha z és y kozott megy tt (irdnyitott grifok esetén az irdnyitdst nem fi-
gyelembe véve, azaz a v — w €len mehetiink w-bbl v-be is). Kénnyen belithato,
hogy ~ egy ekvivalenciareldcié. A ~ ekvivalenciaosztalyait hivijuk a graf kompo-
nenseinek. Egy graf osszefiiggd, ha egyetlen komponensbd! dll. Egy grifot erddnek
neveziink, ha irdnyitatlan grafként szemlélve nem tartalmaz kett6né! tobb pontbdl
all6 egyszerd kort (kormentesség). Ha egy erddnek csak egyetlen komponense van,
azaz Osszefliggd, akkor fa. Egy (irdnyitott) graf egy pontjanak a foka a bel8le kiin-
dulé élek szama.

Példa: A kovetkez$ abran egy irdnyitott grif és annak egy silyozott éli vil-
tozata lithatd. A graf csicshalmaza V' = {1,2,3,4,5}, az élhalmaza pedig
E = {(1,2),(1,4),(2,5),(3,2),(4,3),(4,5),(5,3)}. Tehit n = 5,ése = T.
A 4 csucs foka 2.
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A stlyozott viltozatnal az élekre frtuk azok koltségeit. Igy példdul a 2 — 5
¢l koltsége ¢(2,5) = —1. Az 14325 pontsorozat egy 1 ~» 5 irdnyitott dt; ez egy-
gzer( ut, mert a sorozatban nincs ismétlgdés. Az 5325 sorozat pedig egy egyszer(
iranyitott kor a gréfban.

A graf osszefliggd, hiszen ha az €lek mentén a forditott irdnyban is léphetiink,
akkor barhonnan eljuthatunk barhovd. (Ha csak az élek iranydt kovetve haladha-
tunk, akkor I-be nem jutunk el egyetlen mds csticsbdl sem.)

Ha a grafbol tordljik a 2-nél nagyobb sulyu éleket, akkor a megmaradé G’ graf
egy falesz. A G' csicshalmaza V, az élei pedig (1,4), (4,3), (3,2) és (2,5). A
G' graf Osszefiiggd €s kdrmentes.

6.1.2. Grafok abrazolasai

A grafok kényelmesen leirhatok szdmitégépes adatszerkezetekkel. Itt két széles
korben hasznalatos megaddsi médjukat ismertetjlik, az adjacencia-matrixot és az
éllistat.

Adjacencia-matrix

A G = (V, E) grif adjacencia-mdtrixa (vagy szomszédossdgi mdtrixa) a kovet-
kez§ —a V elemeivel indexelt — n-szer n-es matrix:

[0 ha(i,j) ¢E,
A[l’j]_{l ha (4,j) € E.

Irdnyitatlan grafok esetén a szomszédossdgi mdtrix szimmetrikus lesz (azaz
Ali, j] = A[j,4] teljesiil minden i, j csticspdrra). Ha az élekhez még koltségeket
is nyilvdn kell tartanunk, akkor az aldbbi, drnyaltabb szerkezetd szomszédossdgi
matrixot fogjuk haszndlni:

0 hai = 7,
Cli,j] = c(i,j) hat#jés(i,7) éle G-nek,
* kiilénben.

Itt a % szerepe csak annyi, hogy jelzi egy €l nemlétét. Bizonyos esetekben mds, az
alkalmazss természetéhez jobban illeszkedd megkiilonboztets jelet érdemes hasz-
nélni. Példaul késébb, a tdvolsdgok szamitdsakor * helyett a oo jelet hasznéljuk,
€s »Végteleniil nagy" stlyként értelmezziik. A f&atloba nulldkat frtunk; ezt azért
tettiik, mert a stlyozott élt grafokra vonatkozé feladatokban, amikkel foglalkozni
ngunk, az u — w alakd un. hurokélek érdektelenek.
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Az adjacencia-matrix természetes médon tekinthetd kétdimenzids tombnek.
Ezzel kényelmes lehetGséget kindl grafok szdmitégépes lefrasara.

Az eléz6 példa kétféle (egyszerd, illetve koltségeket tartalmazd) adjacencia-
matrixa igy fest:

0 1010 0 5 % 1 =«
0 000 1 * 0 * x -1
A= 01 00 0|, C= x 1 0 % =
0 01 01 x x 1 0 5
00100 *x x 3 x 0

Az adjacencia-matrixszal valé lefrds egyszer{i, programozastechnikai szem-
pontbdl tiszta megoldds. Hatrdnya viszont, hogy a mérete (n? tombelem) teljesen
fliggetlen az élek szamdat6l. Ha G-nek viszonylag kevés éle van, akkor gyakran
hasznosabb az éllistds megadis.

Ellistas megadas

Ennél az dbrdzoldsi médndl a G = (V, E) graf minden csicsdhoz egy lista tartozik.
Az € V csuces listdjdban taroljuk az ¢-b8l kimend éleket, és ha kell, ezek sulyit is.
Az i listdjan egy élnek a lista egy eleme (celldja) felel meg. A lista elemeit a szo-
kdsos mdédon, mutatékkal fincoljuk egymds utdn (esetleg kétszeresen, visszafelé
mend mutatdkat is alkalmazva). Aldbb egy ilyen szervezés vazlata lathatd:

1-b6l kimend élek celldi

|
F—

1 ]
I ST S NONUT o

egy tipikus cella

n > ¢ e+ o

A (fiigg6legesen rajzolt) n méretd L1 : n] tdmb L[i] eleme az ¢ csiics éllistd-
janak a feje. Az L[i] tehat egy mutatd az ¢-bdl indul6 élek listdjanak els celldjdra.
Az (i, 7) élnek megfelels cella tartalmazza a j sorszdmot, a c(4, j) sulyt (ha van),
egy mutatét a kdvetkez§ celldra, és esetleg még egyet az el6zdre is.



6.2. A LEGROVIDEBB UTAK PROBLEMAJA (EGY FORRASBOL) 115

Egy irdnyitott graf éllistis megaddsdban az n listdn Osszesen e cella szerepel.
{gy az egész szerkezet elfér n + e celldnyi helyen. Irdnyitatlan grafokndl a hely-
igény n + 2e cella, hiszen az (4, j) él az ¢ és a j cstcs listdjdn is megtaldlhato.

Ritka grifok esetén, amikor e jéval kisebb, mint n?, az éllistds megadds t6mo-
rebb az el6zonél. Az éllistds dbrizolds el6nye még, hogy gyorsan végignézhetjiik

az egy csticsbdl kiinduld Ssszes élet. Az adjacencia-matrixos megadds mellett vi-
szont gyorsabban el tudjuk donteni, hogy egy adott (i, j) pdr éle-e G-nek.

6.2. A legrovidebb utak problémaja (egy forrasbél)

Legyen adott egy G = (V, E) irdnyitott grat a c(f), f € E élsilyokkal. A csdcsok
példaul jelolhetik egy tobbé-kevésbé hdval boritott hegység kiilonboz8 pontjait, az
élek azt, hogy el lehet-¢ sielni egy sipalyan az egyik pontbdl a mdsikba; az élstlyok
pedig azt, hogy mennyi id6 kell ehhez. Felmeriilhet a kérdés, hogy mekkora (itt
iddben mérve) a legrovidebb it egy adott pontbdl egy mdsik adott pontba vagy
egy adott ponthdl az dsszes tobbibe vagy bdrmely két pont kdzott. A meglepé az,
hogy az els6 két probléma ,,ugyanolyan nehéz": az ismert algoritmusok, amelyek
az els6t megoldjak, egyben a mdsodikat is megoldjak. Tehat rogton a mdsodik
kérdéssel fogunk foglalkozni, a harmadik problémat pedig a kdvetkezd részben
targyaljuk.

ElGszor fogalmazzuk meg pontosan a feladatot. A G grdf egy u-t v-vel Ossze-
kot3 (nem feltétleniil egyszeri) u ~» v irdnyitott ttjdnak a hossza az Gton szerepld
élek sulyainak osszege. Legrévidebb u ~+ v \ton egy olyan u ~ v utat értiink,
amelynek a hossza minimdlis a G-beli u ~ v utak kozott. Ezek utdn értelmezhet-
jik az u és v csucsok (G-beli) d(u,v) rdvolsdgdr: ez 0, ha u = v; oo, ha nincs
u ~» v (t; egyébként pedig a legrovidebb u ~» v Gt hossza. (Vigydzat, itt u €s v
nem felcserélhetd: ha az egyik cstics valamilyen tdvol van a mdsiktol, akkor nem
biztos, hogy a mdsik is ugyanolyan tdvol van az egyiktdl') A meghatdrozas nem
mindig értelmes. Ha példdul u és v egy olyan irdnyitott koron vannak, amelynek az
sszstlya negativ, akkor ezen korozve akdrmilyen kicsi (azaz nagy abszoldt értékd
negativ) tithosszat elérhetiink. Természetes kikotés tehdt, hogy G ne tartalmazzon
negatfv Osszsulyu irdnyftott kért.

Jeloljiink ki a G grifban egy s € V csticsot forrdsnak. Els6 célunk, hogy az
u € V pontoknak az s-t8l valé tavolsdgat meghatirozzuk. Tegyiik fel tovdbba,
hogy a c(f) élsilyok nemnegativak. Ekkor nyilvin nincs az eldbbi értelemben vett
negativ kor.
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A legrovidebb utak problémaja (egy forrasbél):

Adottegy G = (V, E) iranyitott grdf, a ¢ : E — R nemnegativ értékd silyfiigg-
vény, €s egy 5 € V csiics (a forrds). Hatdrozzuk meg minden v € V-re a d(s, v)
tdvolsdgot.

6.2.1. Dijkstra médszere

A kdvetkez8kben ismertetjiik E. W. Dijkstra hatékony, ugyanakkor biibdjosan egy-
szerd algoritmusdt az el6bb megfogalmazott feladat megolddséra. Egy a G csticsa-
ival indexelt D[] tombot haszndlunk. A D[v] értékre vigy gondolhatunk, hogy az
minden iddpillanatban az eljirds sordn addig megismert legrovidebb s ~ v utak
hosszdt tartalmazza. A D]v] mennyiség mindenkor felsd kozelitése lesz a keresett
d(s,v) tdvolsdgnak. A kozelitést 1épésrdl [€pésre finomitva végiil a kivant értéke-
ket kapjuk. Az algoritmus pontosabb megfogalmazdsihoz el8szor tegytik fel, hogy
a G grdf az aldbbi alaki C adjacencia-mdtrixdval adott:

0 hav = w,
Clv,w] = ¢ ¢(v,w) hav # wés (v,w) éle G-nek,
00 kiilénben.

Kezdetben D[v] := C|[s,v] minden v € V csicsra. Viélasszuk ki ezutdn az s
cstics szomszédai koziil a hozzd legkdzelebbit, vagyis egy olyan z € V' \ {s} csu-
csot, melyre D[z] (= C[s, z]) minimdlis. Ekkor biztos, hogy az egyetlen (s, z)
€1bdl dll6 it egy legrovidebb s ~ x it, hiszen barmerre mésfele indulndnk el s-bdl,
mar az elsG él miatt legaldbb ilyen hosszd utat kapnédnk (az élsilyok nemnegati-
vak!). Tehdt z-et betehetjiik (s mellé) a KESZ halmazba. A KESZ halmaz azokat
a csdcsokat tartalmazza, amelyeknek s-t8l valé tavolsdgdt mar tudjuk. Ezek utdn
médositsuk a tobbi cstics D]w] értékét, ha az eddig ismertnél rovidebb tton el le-
het érni oda z-en keresztiil, azaz ha D{z] + ¢(z, w) < D[w]. Most lijra vdlasszunk
kiawv € V' \ KESZ csiicsok kéziil egy olyat, amelyre D[v] minimdlis. Ezen cstics
D[ ]-értéke mdr az s-t6] valé tavolsagit tartaimazza az el6z6hoz hasonld okok mi-
att (ezt késébb bebizonyitjuk). Majd megint a D] ]-értékeket médositjuk, és igy
tovabb, mig minden cstics be nem keriil a KESZ halmazba.

Py

Az eljards egy mohd algoritmus: a KESZ halmaz bSvitésekor latsz6lag nem a
teljes kép figyelembe vételével vdlaszt optimumot. Mégis ezek a helyinek, korld-
tozott érvényiinek tiind dontések egyiitt elvezetnek a tényleges optimumokhoz. A
maédszert ezek utdn formélisan a kovetkezs programvaziat irja le:
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pijkstra algoritmusa adjacencia-matrixszal

5y KESZ := {s}
for minden v € V csiicsra do
D[v] := Cfs,v] (x ad(s,v) tavolsag elsd kdzelitése *)
(2) for 7 := I to n — I do begin
Valasszunk olyan z € V \ KESZ cstcsot, melyre D{z] minimalis.
Tegyiik z-et a KESZ-be.
for minden w € V \ KESZ csticsra do
3) D[w] := min{D[w}, Djz] + C[z,w]} (x d(s, w) Gj kozelitése )
end

A mdédszer helyességének igazoldsdhoz hasznos lesz a kiilonleges it fogalma:
egy s ~ z irdnyitott (it kiilonleges, ha a z végpontot kivéve minden pontja a KESZ
halmazban van. A kiilonleges tttal elérhetd pontok éppen a KESZ-bdl egyetlen
éllel elérhetd pontok.

Allitas: A (2) cikius minden iterdcids [épése utdn érvényesek a kovetkezdk:
(a) KESZ pontjaira D{v] a legrovidebb s ~ v utak hossza.

(b) Hav € KESZ, akkor van olyan d(s,v) hossziisdgii (mds széval legrovidebb)
8~ v uit is, amelynek minden pontja a KESZ halmazban van.

(c) Kiilsé (vagyis w € V \ KESZ) pontokra D[w) a legrovidebb kiilonleges s ~» w
ik hossza.

Bizonyitas: Teljes indukcidt alkalmazunk. A kezddértékek bedllitdsa utdn, amikor
a (2) ciklus még egyszer sem futott le, mindhdrom allitds nyilvanvaiéan igaz. Te-
8YUk fel, hogy igazak a j-edik iterdcié utdn, azaz miutin a (2) ciklus magja j-szer
¥efut0tt. Azt szeretnénk beldtni, hogy igazak maradnak a j + 1-edik iteracié utén
is. T/egyiik fel, hogy az algoritmus a j + 1. iterdcids 1épésben az z csticsot valasztja
a KESZ-be.

(a) Gondolkozzunk indirekte: mi van, ha D[z] nem a d(s, z) tdvolsdgot jeloli, azaz
van ennél rovidebb s ~»  1it? Ez nem lehet kiilonleges, elvégre a (¢)-re vonatkozd
Indukcids feltevés szerint Diz] az z-be vezets legrévidebb kiilonleges utak hosszat
tartalmazzy. Ezen ut ,eleje" azonban kiilénleges, mert a KESZ-b6l indulva egy
azon kiviili csicsba jut el. Legyen y az ut els§ olyan pontja, amely mar nincs
benne a KESZ halmazban. Ekkor az s ~» y ttdarab hossza is kisebb, mint D[z].
Aztdarab kiilénleges, fgy a hossza nem kevesebb, mint D[y]. (Itt ismét haszndltuk
?(C)‘re vonatkozé indukci6s feltevést.) Ezeket 6sszevetve kideriil, hogy a j-edik
lterdcis utdn Dfy] < Dlz], ami képtelenség, hiszen ekkor az algoritmusnak y-t
Kellet volna vilasztania = helyett. :
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egy legjobb kiilonleges s ~ x it

1
KESZ |
|
i
t
| egy rovidebb ut

/ (lehetetlen)

|
[

!
I
i
I
|

(b) Ezt is elég csupdn az = csdcsra igazolni, hiszen a KESZ kordbbi pontjaira az
indukeids feltevés adja az dllitdst. Mir belattuk, hogy d(s,z) = D[z]. Az utébbi
érték egy kiilonleges s ~» x it hossza volt a j 4 1. iterdcié el6tt (itt a (¢)-re
vonatkozé indukcids feltevést hasznaltuk); annak végeztével az it minden pontja
KESZ-beli lesz.

(c) A (b) alapjan d(s,v) + Clv,w] a legrovidebb olyan s ~ w kiilonleges utak
hossza, amelyek utolsé elétti pontja v. Emiatt az dllitas egyenértékii a

Diw}= min {d(s,v)+ Clv,wl},
vecKESZ
egyenldséggel. Miért lesz ez igaz? A (c)-re vonatkozoé indukciods feltevés alapjin a
Dlw] régi (a j + 1. iterdci6 elbtti) értéke

Diw]=  min  {d(s,v) + Clv,w]}.
veKESZ)\{z}

Ezt — a mdr igazolt d(s, z) = D[z] egyenlSséget is figyelembe véve — a (3) sorban
a d(s,z) + Clz,w] mennyiséggel vetjiik dssze. A D[w]-be tehdt tényleg az
KESZ halmazra vett minimum keriil. O

Végiil amikor KESZ mr a teljes csticshalmaz, D[v] = d(s, v) teljesiil minden
v € V csticsra az allitds (a) része szerint. Ezzel igazoltuk az algoritmus helyessé-
gét. Most vizsgiljuk meg az id6igényét (n csics esetén). A kezd6értékek bedllitasa
O(n) elemi 1épést vesz igénybe. A (2) ciklus belsejében a minimumkeresés és a
(3) ciklus szintén O(n)-et, igy mivel a (2) ciklus n — 1-szer fut le, az algoritmus
gssziddigénye O(n?) miivelet.
Példa: Nézziik a Dijkstra-algoritmus miikodését a kovetkezd rajzon lathaté G
graffal mint bemenettel; a forrds az s := 1 cstcs:
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A D 15mb helyzetét mutatjuk a (2) iterdcié megkezdése el6tt, majd pedig az
elsé hdrom iteraciés menet utdn. Az utolsd, a negyedik menetben csak a KESZ
halmaz valtozik, D nem. Vastag betlivel szedtiik a KESZ-beli csticsokhoz tar-
toz6 értékeket. Ezek a megfeleld legrovidebb utak hosszai. Erdemes megfigyelni a
D[5] alakulasdt. Lathat6, hogy mindhdrom menetben csokkent, mig végiil elérte a
d(1,5) értéket.

12 3 45
[0]5 o [1]]

12 3 4 5 1 2 3 4 5 12 3 4 5
[ofs[21]6] [ofsf2[1]s] [ofs]2]1T]4]

Dijkstra algoritmusa éllistaval

Haa G grif ritka, vagyis kevés éle van, akkor az idGigény csokkenthetd, amennyi-
ben a grifot €llistdval tdroljuk. Az el6z8 algoritmust a kovetkezoképpen moédosit-
juk: VAKESZ cstcsait kupacba rendezve tartjuk a D] | érték szerint. A kezdeti
kupacépités O(n) koltséggel végezhets el. A (2) ciklus belsejében levé minimum-
keresést egy O(logn) kéltségli MINTOR mivelettel oldjuk meg. A D[ | érté-
kek djraszamolssat és a kupac-tulajdonsig hel yredllitisét (utobbi csicsonkent egy
O(log n) kbltségﬁ FOGYASZT) csak a vdlagztott csics szomszédaira kell elvé-
gezni. Minden cstcsot pontosan egyszer vilasztunk ki, és a szomszédok szdmanak
Osszege e. Tehdt itt az ésszidigény O((n + e)log n). Ez figyelemre méltd javitds
a matrixos megoldashoz képest, ha a graf ritka, azaz e sokkal kisebb, mint n?.

SGrd grafokra még komolyabb gyorsitas érhets el alkalmas d-kupaccal. Ekkor
2z el6z8 bekezdésben taglalt teendSk koltsége O(n + ndlogyn + elogyn) lesz.
it az elsg tag a kupacépités, a masodik a minimumok, a harmadik a fogyasztasok
lépésszama, Tegyiik fel, hogy G-nek sok éle van, mondjuk n!® < e < n? és
legyen d = [e/n]. Ekkor d > \/n, amib6l log , n < 2. Ezt haszndlva

O("+nd10gdn+elogdn) =O0(n+nd+e)=0(n+n-e/n+e) = O(e).

Az algoritmus ebben az esetben a bemenet hosszdval ardnyos 1épésszam alatt vé-
82 — més széval: linedris idejii. EbbS] kdvetkezsen elmondhatjuk, hogy strd gra-
fokra ez az implementacid konstans szorzotdl eltekintve optimdlis. A médszer eme
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vdltozata €kesszoldan példdzza az adatszerkezetek alkalmazasaiban rejls lehetGsé-
geket. Az egyszer( kupacot (vagyis 2-kupacot) haszndlé megolddshoz képest azért
nyertiink, mert sokkal tobb a fogyasztds, mint a minimumok térlése. Az elébbiek
pedig olesobbak, ha nagy a kupac d eldgazasi tényezdie.

Nyilvdnval6, hogy a Dijkstra-algoritmus irdnyitatlan grafokra is miikodik, hi-
szen egy irdnyitatlan graf felfoghaté olyan irdnyitott grafnak, melyben minden €]
mindkét irdnyba mutat. Megjegyzésképp annyit, hogy irdnyitatlan grafok esetében
az élsulyokra vonatkozé kétféle kikdtés ugyanazt jelenti (vagyis hogy ne legyen
negativ gsszsilyt kor, illetve hogy az élsilyok nemnegativak), hiszen egy negativ
irdnyitatlan é1bdl egy (kettd hosszisagu) negativ kort kapunk.

A legrévidebb utak nyomonkdovetése

Sokszor persze nemcsak a legrovidebb utak hosszira, hanem magukra a legro-
videbb utakra is kivancsiak vagyunk. Mindkét algoritmust a futdsi idd nagysdg-
rendjének megtartdsa mellett kib&vithetjiik egy P[] tomb karbantartdsdval, amely
minden csicshoz megadja egy az eddig ismert hozzd vezetd legrévidebb tton az
utolsé el6tti cstcsot. Azért elég csupdn az utolsd elétti csdcsot tdrolni, mert ha
egy v csticsba vezetd legrovidebb 1itbdl elhagyjuk az utolsé élet, akkor nyilvan az
utolsé el6tti csicsba vezetd legrovidebb utat kapunk, aminek szintén ismerjiik a
cél eldtti dllomdsat, és {gy tovdbb. Visszafelé felgombolyithatunk egy a v-be vivd
legrévidebb utat.

Tehdt kezdetben Plv] := s minden v € V-re. Ezutdn csak annyit kell hozza-
tenni az algoritmushoz, hogy a (3) ciklus belsejében, ha egy kiilsé w csdcs D{w]
értékét megviltoztatjuk, akkor Plw] := z, hiszen ekkor taldltunk egy rovidebb
specidlis utat w-be, melynek utolsé el6tti dilomdsa z. Konny(li meggondolni, hogy
végiil tényleg igaz lesz az, hogy P[v] egy legrovidebb s ~» v 1t utolsé el6tti pontja;
masként fogalmazva: d(s,v) = d(s, P[v]) + C[P[v], v] és P[v] # v érvényes lesz
mindenv € V' \ {s}-re.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a P{v] — v élek egy fit alkotnak. A fa Pfv] — v
élének a silya legyen C[P[v], v]. Ekkor a fiban az s-t6l mért tdvolsdgok ugyan-
azok lesznek, mint a G-beli tavolsdgok.

6.2.2. A Bellman—Ford-mdédszer

Olyan mddszert ismertetiink az egy pontb6l indulé legrovidebb utak (hosszanak)
meghatdrozdsdra, amely akkor is mikodik, ha bizonyos €lsilyok negativak. Csu-
péan annvit tesziink fel, hogy G nem tartalmaz negativ 6sszhossziisdgii irdnyitott
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kort. Mint ldtni fogjuk, a nagyobb altaldnossagért idGvel fizetiink. Az eljards n®-
bel ardnyos szamu mveletet igényel.

Feladat‘ Mutassuk meg, hOgy ha a @ﬁlyozott éli G irz’myftott gréfban nincs ne-
legrovxdebb ut is, ami egyszerd (azaz nem tartalmaz ismétlédé csicsot). Kovet-
kezésképpen van nem tobb, mint n — 1 éIbdl dll6 legrévidebb it is, ahol n a G
csicsainak szdma.

Tegyiik fel itt is, hogy a G = (V, E) silyozott éli iranyitott grif a C
adjacencia-matrixdval adott (ebben a diagondlis elemek nulldk, az i, helyzeti
elem a c(7, 7) €lsuly, hat — j éle G-nek, a tobbi elem pedig 0o). Az egyszerfiség
kedvéért tegyiik még fel, hogy V' = {1,2,...,n} és s = 1. A szakirodalomban
tobbnyire R. E. Bellmannak €s L. R. Fordnak tulajdonitott algoritmus fokozatos
kézelitéssel hatirozza meg az s-bdl a tébbi cstcsba vivs legrovidebb utak hosszat.

A médszer tulajdonképpen egy T[1 : n — 1,1 : n] tdblazat (kétdimenzids
tomb) sorrdl sorra haladé kitdltése. Azt szeretnénk elérni, hogy végiil minden 1, j-
re(l <i:<n—1,1<j < n)teljesiiljon, hogy

a legrovidebb olyan 1 ~» j irdnyitott utak hossza,

(+) Tl il = melyek legfeljebb 7 é1bSl dllnak.

A feladatban foglalt allitds szerint ekkor T'[n — 1, 7] a legrdvidebb 1 ~» j utak
hosszit tartalmazza. A médszert gy tekinthetjiik, hogy a keresett minimalis td-
volsidgokat n — 1 menetben kozelitjiik. Az elsG menet, a T[l,j] sor kitoltése ké-
zenfekvs, hiszen nyilvan T[1, j] = C[1, j]. Tegyiik fel ezutdn, hogy az i-edik sort
mar kitolsttik, azaz a T{i, 1], T[i, 2], . . ., T[i, n] értékekre (x) igaz. Ekkor

() T[i + 1,5} := min{T[i, ], r’?in{m, k) + Clk, j1}}

adjaaz i+ 1. sor helyes értékeit. Ugyanis egy legfeljebb i + 1 éIbdl dll6 m =1~ j
ut kétféle lehet:
E)a) Az iitnak kevesebb, mint 7 4 1 éle van. Ekkor ennek a hossza szerepel T[i, j]-
en.
(b) Az 1t éppen i + 1 €Ibl 4ll. Legyen [ a 7 tt utolsé el6tti pontja. Ekkor a m
Ut 1~ [ szakasza i é1b6l all, és a  minimalitdsa miatt minimalis hosszisdgu a
legfeljebb i 61if 1 ~» 1 utak kozott. A hossza tehdt a 7' mér elkésziilt darabjdra tett
feltevésiink miart TVi, 1). Eszerint a 7 hossza T'[i, I} + C[l, j}.
A fejtegetés tanulsiga, hogy a m hossza szerepel a () jobboldaldn azon
mennyiségek kozott, amelyek minimumat vessziik; tehdt egyenld a minimummal.
A (**) rekurzi6 fontos és hasznos vondsa, hogy a T'[i + 1, 7] értéket adé mini-
malis utak kezd6darabjat, az 1 ~ [ részt (illetve annak hosszét) nem kell hatalmas
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szénakazalban keresntink. Tudjuk ugyanis, hogy ez az tdtdarab is rendelkezik egy
optimalitdsi tulajdonsdggal: minimadlis hosszd a legfeljebb ¢ é1bgl dll6 1 ~ [ utak
kozott. Optimalizdlasi feladatokndl gyakran taldlkozunk hasonld helyzettel, ami-
kor is az optimumot adé megoldds — alkalmasan definidlt — részeinek is rendelkez-
nitik kell valamiféle optimalitdsi tulajdonsdggal. Ez pedig rendszerint azért igaz,
mert ha a részeken tudndnk javitani, akkor az javitdst adna globalis értelemben is.
A jelenségre tigy szokds hivatkozni, hogy teljesiil az oprimalitds elve.

Nézziik ezutdn a médszer koltségét! A T tiblazat egy értékének a (+x) szerinti
szdmitdsa n — 1 dsszeaddst és ugyanennyi dsszehasonlitdst (minimumkeresés n
elem koziil) igényel. Mindez 6sszesen O(n?) elemi miveletet jelent.

A T tiblazat kitoltésével egyidében gondoskodhatunk a minimalis utak nyo-
monkovetésérdl is. A Dijkstra eljarasanal alkalmazott megoldashoz hasonléan ele-
gend§ feljegyezni minden j csicsra egy legrovidebb 1 ~» j 1t utolsé el6tti pontjat.
Ezt egy P[1 : n] tomb alkalmazdsdval oldhatjuk meg. A P[j] értéke legyen az
eljards futdsa sordn az addig ismert legrovidebb 1 ~» j Gt utolsé elétti pontja (kez-
detben P[j] = 1 minden j-re). A részletek kimunkdldsat az olvaséra hagyjuk.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a médszer mintegy 3n tdrcella alkalmazdsdval
is megvaldsithaté — szemben a kb. n-tel, amit az itt Jefrt vdltozat haszndl.

6.3. Floyd médszere az osszes csicspar kozotti tavolsag
meghatarozasara

Ebben a részben elGszor azt a problémit tirgyaljuk, hogy miként lehet egy irdnyi-
tott grafban az Gsszes pontpdr tdvolsdgit meghatdrozni, majd ennek a problémanak
egy specidlis esetét, amikor csak arra vagyunk kivédncsiak, hogy mely pontok ko-
z6tt vezet egydltaldn irdnyitott tt. Végiil pedig az elsS algoritmus egy alkalmazdsat
mutatjuk be.

Tehdt nézziik el6szor az dltalanos kérdést! Nemnegativ élsdlyok esetén nyil-
vinvald, hogy ha a Dijkstra-algoritmust minden csticsra mint forrdsra lefuttatjuk,
akkor az Osszes rendezett pontpdr tdvolsdgat megkapjuk. Van azonban egy ennél
kozvetienebb mddszer, amelynek elénye, hogy akkor is miikodik, ha van a graf-
ban negativ élstly (természetesen negativ Gsszsilyd irdnyitott kor nem lehet). Ez

N

a modszer R. W. Floyd nevéhez fliz6dik.

A probléma

Adott egy G = (V, E) irdnyitott graf, és egy ¢ : E — R sulyfiiggvény tigy, hogy a
grafban nincs negativ 9sszstlyd irdnyitott kor. Hatdrozzuk meg az 6sszes v, w € V
rendezett pontpdrra a d(v, w) tavolsdgot.
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6.3.1. Floyd médszere

Tegyiik fel tovabbra is, hogy V' = {1,2,...,n}, és hogy a G grif a C' adjacencia-
matrixdval adott. A pontpdrok tdvolsdganak kiszdmitdsdra egy szintén n x n-es
F matrixot fogunk haszndlni. Kezdetben F[i,j] := C[i,j]. Ezutdn egy ciklust
hajtunk végre, amelynek k-adik lefutdsa utdn F'[¢, j] azon 1 ~ § utak legrovi-
debbjeinek a hosszdt tartalmazza, amelyek kozbiilsé pontjai k-ndl nem nagyobb
sorszamuak.

Az 4j Fy[t, 7] értékeket a kovetkezSképpen szamithatjuk ki a k — 1-edik itera-
cié utdni Fy_1[i, j] értékekbdl (itt az index csak F kiilonb6zg pillanatbeli értékeire
utal, és nem ennyi kiilonboz8 matrixra). Nyilvdn egy legrévidebb ¢ ~» 5 1t, me-
lyen a kozbiils6 pontok sorszdma legfeljebb k, vagy tartalmazza a k csiicsot vagy
nem. Ha igen, akkor ezen (t els6 fele egy olyan legrévidebb i ~» £ (it, ami mentén
a kozbiilsS pontok sorszdma legfeljebb k — 1, tehdt hosszat Fy_;[7, k] mdr tartal-
mazza; misodik fele meg szintén egy ilyen tulajdonsigd legrovidebb k ~» j i,
aminek a hossza F,_1(k, j]. Haszndltuk itt, hogy a legrovidebb utak kézott vannak
egyszerdek is (1dsd a Feladatot a Bellman—Ford-ndl), és itt is segitségiinkre volt az
optimalitds elve.’

Ha az it nem tartalmazza k-t, akkor Fi[i,j] = Fi_1[i, 7). Mivel Fyli, k] =
Fy_1[i, k] és Fylk,j] = Fy-1lk,J], az algoritmust végrehajthatjuk az F' mdtrix
egyetlen példanydval.

FLOYD algoritmusa

(1) fori:=1tondo
for j := 1tondo
Fli,j] = Cli,Jj]
(2) for k := 1 to n do
fori:=1tondo
forj :=1tondo
Fli,j] := min{F[i, j}, F[i, k] + F[k, ]}

A megel6z6 gondolatmenet alapjdn k szerinti indukciéval azonnal adédik a
kdvetkez, a Floyd-mddszer ,ciklusinvaridnsdt” megfogalmazd allitds.

Allitas: Fli, 7] a (2)-beli iterdcio k-adik menete utdn azon legrovidebb 1 ~ j
utak hosszdr tartalmazza, amelyek belsd csiicsai 1,2, ..., k koziil valok. O

A Bellman—Ford- és a Floyd-médszer a dinamikus programozds elnevezésii altaldnos algoritmi-
kus megkozelités jegyeit viseli. A dinamikus programozdssal késébb kiilon is foglalkozunk.
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Az dllitdst a k& = n esetre alkalmazva kovetkezik a mdédszer helyessége,
vagyis hogy végiil F[i,j] = d(7, ) igaz minden 4, j cstcsparra. Az algoritmus
Iépésszama n>-bel ardnyos, hiszen a domindlé rész a hdrom egymasba dgyazott
for ciklus. Ez nagysdgrendben ugyanannyi, mintha a Dijkstra matrixos vdltozatat
minden csicsra mint forrdsra lefuttatnank (pontosabb elemzéssel kidertl, hogy a
Floyd-mdédszer mintegy 50%-kal gyorsabb). Ha a grif éleinek szdma jéval kisebb
n?-nél, és az élsiilyok nemnegativak, akkor érdemesebb a Dijkstra-algoritmus él-
listds vdltozatdt hasznalni.

Példa: Nézziik, mihez kezd a Floyd-algoritmus a kovetkezs silyozott éld G graf-
fal. Lathaté, hogy G-ben nincs negativ kor.

Az F tombot négyzetes matrixként dbrazoljuk. F; jelentése: az F' tomb i-
edik iterdcids 1€pés utdni dllapota. Az utolsé métrix a paronkénti legrovidebb utak
hosszit tartahmazza.

0 5 oo 1 o 0 5 oo 1 4
©x 0 oo o -1 oo 0 oo oo -1
Fpb=F=| © 1 0 o 3 , Fh=] c 1 0 oo 0 ,
o oo 1 0 b oo oo 1 0 5
x oo oo oo 0 oo oo oo oo 0
0 5 oo 1 4 0 3 2 1 2
x 0 oo oo -1 o 0 oo oo -1
F3 = oo 1 0 o 0 , F4 = F5 = oo 1 0 o0 0
0o 2 1 0 1 oo 2 1 0 1
oo oo o0 oo 0 o oo oo oo 0

Az Fy = Fy és Fy = Fs egyenlGségek azért igazak, mert sem 1, sem 5 nem
lehet egy 1t kozbiilsd csticsa, hiszen 1-be nem fut él, €s 5-b&l nem indul ki él.
Ugyanezekkel magyardzhaté a sok oo érték az elsé oszlopban €s az utolsé sorban.
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A legrovidebb utak nyomonkévetése

A legrovidebb utak nyomonkovetése megint csak egy menet kdzben karbantar-
tott — itt mar n X n-es — P tomb segitségével torténhet. Kezdetben P[i, j] := 0.
Az algoritmushoz annyit kell hozzatenni, hogy ha a (2) ciklus legbelsejében egy
Fli, j] értéket megvaltoztatunk, mert taldltunk egy k-n dtmend rovidebb utat, ak-
kor P[i, ] := k. Végiil P[i, j] egy legrévidebb i ~+ j vt ,kozépss" csticsat fogja
tartalmazni. Az ¢ ~ j (it Osszedllitdsdhoz tehdt taldlnunk kell egy :-bsl ebbe a
kozbiilsS csticsba vezetd legrovidebb utat, és egy ebbdl a csticsbél j-be vezets
legrovidebb utat. De ezen utaknak is ismerjiik egy-egy ,.koz€épsd" csiicsat, és igy
tovabb. A kovetkezS program a P tomb segitségével kiir egy legrévidebb ¢ ~» 5

utat.

procedure legrovidebb 1t(z, jicsics);
var k:csucs;
begin
k .= Pli, j};
“if £ = 0 then return;
legrovidebb vt(z, k);
kiir(k);
legrovidebb wt(k, 7)
end;

Feladat: Mutassuk meg, hogy az el6z8 kiiré program bizonyos P mdtrixok esetén
végtelen ciklusba keriilhet, de a Floyd-algoritmus eredményeként kapott P mat-
rixszal nem.

6.3.2. Tranzitiv lezaras

A bemenet ismét egy G = (V, E) irdnyitott grdf. Most nem a legrévidebb utakra,
hanem csak arra vagyunk kivincsiak, hogy mely pontok kdzdtt vezet irdnyitott
ut. Persze hasznalhatjuk Floyd mddszerét is, hiszen ha az algoritmus lefutdsa utdn
Fli, 5] értéke véges, akkor van i ~+ j iit, ha pedig végtelen, akkor nincs. Kiesit
egyszertibb algoritmust kapunk, ha a G graf A adjacencia-mdtrixdt (amiben csak 0
€s 1 értékek szerepelnek) Boole-matrixként fogjuk fel, és igy a miiveletek logikai
miveletek lesznek. Ez az algoritmus megelézte Floydét, és S. Warshall nevéhez
flzsdik.

Definicié (tranzitiv lezart): Legyen G = (V,E) egy irdnyitort grdf, A az
adjacencia-mdtrixa. Legyen tovdabbd T a kovetkezd n X n-es mdtrix:



126 6. GRAFALGORITMUSOK

Tl j] = 1 ha-bdl j elérhetd irdnyitott iittal;
CETOL 0 kiilonben.

Ekkor a T' mdtrixot — illetve az dltala meghatdrozott grdfot — az A mdtrix -
illetve az dltala meghatdrozotr G grdf — (reflexiv) tranzitiv lezdrtjdnak hivjuk.

A probléma

Adott a (Boole-matrixként értelmezett) A adjacencia-matrixdval a G = (V] E)
iranyitott graf. Adjuk meg a G tranzitiv lezdrtjit.

Warshall algoritmusa tranzitiv lezarasra

Floyd algoritmusdban csak a kovetkezd valtoztatdsokat kell tenniink. Az (1) cik-

e 2

lusban a kezd6értékek bedllitisa helyett

.o [ 1 hai=jvagy Ali,j] =1,
Tl 1= { 0 kiilonben.

A (2) ciklusban F értékeinek valtoztatdsa helyett (ugyanazt megfogalmazva logi-
kal miiveletekkel)

(+) Tli, j] =Tl 3] v (Tl k] A TR, 7).

A Floyd-algoritmussal kapcsolatos megallapitdsaink megfeleldi itt is érvénye-
sek. Jelesiil a k-adik iterdci6 utdn T'[¢, j] = 1, azaz igaz, ha van olyan i ~ j it
amelynek belsS pontjai k-ndl nem nagyobbak; és O, azaz hamis, ha ilyen it nem
létezik. A (+) értékadds a (2) ciklus belsejében azt fejezi ki, hogy ilyen ¢ ~» j it
akkor létezik, ha
1. mdr van olyan ¢ ~ j ut, amely nem megy keresztiil £ — 1-nél nagyobb sorszamu
csucson, vagy
2. vannak olyan ¢ ~ k és k ~» j utak, amelyek nem mennek keresztiil & — 1-nél
nagyobb sorszdmu cstcson,

Az el6z6 részhez hasonldan itt is fenntarthatunk egy P tombot, amib6l gyorsan
kiolvashatunk egy i ~» j utat, ha ilyen létezik G-ben. Az algoritmus idSigénye
nyilvanvaléan O(n?).

6.3.3. Egy alkalmazas: centrum keresése iranyitott grafban

A legrovidebb utak témdjdtdl elkdszondben a Floyd-mddszer egyik alkalmazdsat
mutatjuk be. El8szér is tisztdzzuk, hogy mit értiink egy irdnyitott graf centrumén.
Ezt egy analdgiaval készitjiik el6.
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Egy korlap minden z pontjdhoz hozzdrendelhetjiik a kérlap t6bbi pontjatdl
valé tdvolsdgdnak e(z) maximumat. Ezt nyilvdn gy kaphatjuk meg, hogy meg-
hizzuk az z-en dtmens atmérdt. Az x két szakaszra osztja az 4tmérdt, és az e(x)
¢érték ezen szakaszok koziil a nem révidebbnek a hossza. A kor kdzéppontja az a
pont, melyre az e(x) érték minimdlis. Ezzel parhuzamban értelmezziik egy graf
centrumat:

A silyozott €l G iranyitott graf v csicsdra legyen

e(v) = max{d(w,v) : weV}.

A v csucs centruma G-nek, ha e(v) minimalis az §sszes v € V kozott.

Algoritmus centrum keresésére:
(1) EiSszér Floyd modszerével Kiszamitjuk a G-befi pontpdrok k&zétti tavolsd-
gokat. Ez O(n?®) miiveletet jelent.
(2) Az eldz6 1épésben kapott F' matrix minden oszlopdban meghatdrozzuk a
maximdlis értéket (azaz kiszamitjuk az e(v) értékeket). Itt n-szer keresiink ma-
ximumot 72 elem koziil; ennek koltsége O(n?).
(3) Végiil megkeressiik az n darab e(v) érték minimumat. Ennek a miiveletigénye
O(n).

A (3)-beli minimumot ad6 (bdarmelyik) v cstics a G centruma lesz. A szamitds
legkoltségesebb része az (1) 1épés, igy a miiveletigény nagysagrendje O(n?).

6.4. Mélységi bejaras

Gréfokkal kapcsolatos algoritmikus feladatokban gyakran van sziikségiink arra,
hogy az élek mentén lépdelve valamilyen szisztematikus médon végigjarjuk a graf
csicsait. Az erre a célra valé bejdrd algoritmusok kbzponti jelentSségliek a grafal-
goritmusok kozott. Bejaré médszerek adjak a graf-struktirdkon mkods osszetett
algoritmusok vezérlési szerkezetét azzal, hogy szabdlyozzdk a sorrendet, amely
Szerint a estcsokhoz kot6d6 munkdkat elvégezziik. A bejdaré médszerek kiilondsen
alkalmasak grafok szerkezetének feltérképezésére; segitségiikkel pontrdl pontra
!épkedve Osszegyfjthetjiik a kivédnt informacidkat. Bindris fak bejdrdsaival (pre-,
In- €s postorder) mar foglalkoztunk. Itt két dltaldnos, tetszGleges grafra miksds
médszert ismeriink meg. Ezek a mélységi bejdrds vagy keresés (depth-first-search,
DFS) ¢s a szélességi bejdrds vagy keresés (breadth-first-search, BFS). Mindkett6
Szdmtalan grafalgoritmus alapvdzaul szolgal.

Hogy szemléletes képet kapjunk a két stratégiarél, nézziik meg az 6reg véroska
girbe-gurba utcdin bolyongé kopott emlékezetii lampagytjtogaté esetét. Minden
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este sziirkiiletkor elindul, hogy végigjarja a vdroska ldmpdit (a graf pontjai), de
sosem tudja hol jar, csak arra emlékszik, hogy merrdl jott, és egy-egy lampanal az
onnan indulé utcdcskdkba (a graf élei) bepillantva ldtja, hogy arrafelé a kivetkez
lampa ég-e madr. Tehdt ahol épp éri az alkonyat, felgytdjtja az ttjdba keriil§ elsg
lampat, majd elindul az egyik — még nyilvin sétét — utcdn. Felgyijtja a kdvetke-
z8t is, majd tovdbbmegy arra, ahonnan nem I4t fényt. Ezt addig folytatja, mig egy
olyan lémpdhoz nem ér, ahonnan kiindulé 6sszes utcdbdl mdr fény dereng feléje.
Ekkor visszamegy arra, amerrdl ide érkezett, és onnan prébdl mésfele, a még meg
nem gyujtott lampak irdnydba indulni. Ha mdr erre sincs ilyen utca, akkor még
visszdbb megy. Egy id6 utdn visszaérkezik a kiindulShelyére, és megprébél mas-
fele elindulni. Ha mdr minden irdnyt végigjart, jra visszajut a kezdGpontra, ahol
mindenfeld] lampdk fénye pisldkol felgje, igyhogy nyugodtan megy aludni. Méd-
szerének lényege, hogy addig ment egyre ,,mélyebben" a varoskaba, ameddig csak
volt olyan hely, akol még et jdrt,

A madsik médszer szemléltetésére képzeljik el, hogy az egyik este a kopott
emlékezetd ldmpagyujtogaté elhivja az dsszes kopott emlékezet( barétjat — akik
meglehetdsen sokan vannak —, hogy segitsenek neki a ldmpagyujtogatdsban. A
szenilis bardtok — miutdn az els$ ldmp4dt k6zdsen meggydjtottdk — annyifelé osz-
lanak, ahdny utca indul onnan. Meggyjtjdk az 6sszes szomszédos lampdt, majd
tovdbb osztédnak, €s indulnak a még sotét utcdk felé. Tehdt igy ,,széltében” ter-
jeszkedve 6zonlik el a vdrost.

Hogy ldssuk a két stratégia kozotti [ényeges kiilonbséget, nézziik feliilrél a vi-
rost. Az els§ médszer szerint haladva a kiindulSponttél viszonylag tivoli helyeken
mar akkor is lesz fény, amikor még a kezd@pont kornyékén van sotét lampa. A
mdsodik viszont a kezdopont kis kornyezetében gyjt elészor teljes vildgossdgot.

Ez a példa ramutat arra is, hogy a szélességi bejdrds hatékonyan parhuzamosit-
hatd, mig a mélységi bejardsra hasonlg megolddst nem ismeriink. Természetesen
az el8bbinek is van parhuzamossigot nem haszndlé implementéciéja, ahol a szom-
szédos pontokat nem egyszerre, hanem valamilyen sorrendben ldtogatjuk meg.

A szélességi bejdrds megoldja a legrovidebb utak problémdjat egy forrdsbol ab-
ban a specidlis esetben, amikor minden él silya egy. ElGszor feltérképezi a forrds-
16l egységnyi tdvolsdgra levd csticsokat, majd minden tovabbi menetben az eggyel
tavolabb levoket.

Ebben a részben a mélységi bejdrst targyaljuk részletesebben, néhdny hozzd
kapcsolddd fogalommal, algoritmussal és alkalmazassal egyiitt.

6.4.1. Iranyitott grafok mélységi bejarasa

A mélységi bejards egyfajta mohd menetelés. Egy kezd6pontbél kiindulva addig
megylink tovabb irdnyitott élek mentén, ameddig mar nem tudunk még be nem
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jart csticsba jutni. Ez esetben visszamegyiink az 1t utolsé eldtti pontjdig, és on-
nan prébdlkozunk madsfele tovdbb 1épni és eldremenni. Ha ezek a lehetSségek is
kimeriiltek, még eggyel visszamegyiink, és igy tovabb. Azt, hogy a v pontb6l mar
nem tudunk eldre 1€pni, gy fejezziik ki, hogy a v pont mélységi bejardsa befejezs-
dott. Elofordulhat, hogy mdr a kezdSpont bejdrdsit is befejeztiik, de a grafnak még
mindig van olyan cstcsa, ahol nem jartunk. Ez azt jelenti, hogy a kezd6pontunkbg]
nem érhetd el minden pont irdnyitott tton. Ekkor egy dj kezdGpontot valasztunk a
még be nem jart csiicsok koziil, €s innen folytatjuk a graf mélységi bejarasat.

Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf, ahol V = {1,... n}. Jelslje L[v] av
cstics éllistdjdt (1 < v < n). Vegyiink fol tovabbd egy bejarvall : n] logikai vek-
tort, amely minden ponthoz megadja, hogy jdrtunk-e mar ott. A G graf mélységi
bejdrasat a kovetkezd programmal valdsithatjuk meg:

procedure bejdr (* elvégzi a G irdnyitott graf melységi bejarasat )
begin
for v :=1tondo
bejarvalv] := hamis;
for v :=1tondo
if bejdrvafv] = hamis then
mb(v)
end

procedure mb (v: csiics)
var
w: CcSUCs;
begin
) bejarvafv] := igaz; (x meggyujtjuk a ldmpat x)
for minden L{v]-beli w csdcsra do
) if bejarva[w] = hamis then
mb(w) (x megyiink a kovetkez6 még sotét lampahoz *)
end

Minden cstcsra pontosan egyszer hivjuk meg az mb eljrdst, és ott egy cstcs
minden szomszédjdt pontosan egyszer vizsgdljuk meg. Ezért az algoritmus ido6-
igénye O(n + e), vagy ami ugyanaz, O(max(n, e)). Gondoljuk meg, hogy e + n
Iépés pusztan a grif beolvasdsdhoz is sziikséges. Tehat ennél lényegesen gyorsabb
bejars eljards nem képzelhetd el. A mddszer linedris idejii, amin azt értjiik, hogy
a bemenet hosszéval ardnyos iddn beliil végez.



130 6. GRAFALGORITMUSOK

A bejdr eljardsban az esetleges tj kezdGpont a legkisebb (sorszami) még nem
bejart pont lesz. Ez a vélasztds nem lényeges a médszer miikodése és iddigénye
szempontjdbdl. A fontos csak annyi, hogy viszonylag kevés munkdval taldljunk uj
kiindulépontot.

Mélységi szamok és befejezési szamok

A mélységi bejards sordn sok hasznos informdciét gy(jthetiink a grafrél. Ennek
egyik mdédja, hogy a csicsok mellé feljegyezzik az algoritmus néhdny fontosabb
torténését. Itt kétféle ilyen eseménnyel foglalkozunk. A ldimpds képet haszndlva:
rogzitjiik azt az idSpontot, amikor meggyujtjuk a lampat, €s azt is, amikor vissza-
ériink egy lampdhoz, aminek mar minden szomszédja vilagit.

Mindezeket a mélységi és a befejezési szamok segitségével valdsitjuk meg.
Felvessziik az mszam([1 : n] és bszam[1 : n] egész értéki vektorokat. Az mszam|v]
azt fogja megadni, hogy a v cstcsot a bejdrds sordn hanyadikként latogattuk meg.
A bszdm[v] pedig azt fogja mutatni, hogy hanyadikként fejezddott be a v cstics
mélységi bejdrasa.

Definicié (mélységi szamozas): A G irdnyitott grdf csiicsainak egy mélységi sza-
mozdsa a grdf v csiicsdhoz azt a sorszdmot rendeli, mely megadja, hogy az mb eljd-
rds (1) sordban a csiicsok koziil hanyadikként dllitottuk bejdrvalv) értékét igaz-ra.
A v csiics mélységi szamdr mszdmlv| jeldli.

Definici6 (befejezési szamozas): A G irdnyitott grdf csiicsainak egy befejezési
szdmozasa a grdf v csiicsdhoz azt a sorszdmot rendeli, mely megadja, hogy a csti-
csok koziil hdanyadikként ért véget az mb(v) hivds. A v csiics befejezési szdmit
bszdm{v] jeléli.

A mélységi és befejezési szamok meghatdrozasihoz a kédot a kovetkezdkkel
egészitjiik ki: legyenek msz és bsz egész értéki véltozdk, melyekben a mar kia-
dott legnagyobb mélységi, illetve befejezési sorszamokat szandékozzuk tarolni. A
bejdr eljaras elején bedllitjuk a kezdértékeket. Ez az

msz = 0;
bsz ;= 0;
utasitdsokkal tehetd meg. Ugyanezen eljaras els for ciklusaban az
mszdm[v] := 0;
bszdm([v] := 0;
értékaddsokkal kinulldzzuk a két j tombat. [rjuk tovabba az mb eljards (1) sora
utdn az
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msz ;= msz + 1;

mszdm[v] := msz;
utasitaspart, €s a (2) utasitds utdn (vagyis az end elé) a

bsz ;= bsz + 1;

bszdm[v] := bsz;
kédrészletet. A kiegészitésekkel nem noveljiik meg lényegesen a futasi idét, hiszen
mindezek csicsonként konstans mennyiségii extra munkdt jelentenek. A médszer
lépésszdma igy is O(n + e) marad.

Példa: A kovetkezs graf csicsai mellett feltiintettiik az egyik lehetséges mélységi
bejardsa szerinti mélységi, illetve befejezési szamokat. A kiindulépont a graf leg-
felsG csucsa.

2,6 6,2

Feladat: Tegyiik fel, hogy egy bindris fa mélységi bejdrdsét végezziik a gyokértdl
indulva. Tegyiik fel tovibba, hogy a fa élei lefelé, az apatdl a fid felé irdnyitottak,
€s a csicsok éllistdin mindig a bal fid szerepel elGszor (ha létezik egydltaldn).
Mutassuk meg, hogy ekkor a cstcsok ndvekvd mélységi szdm szerinti sorrendje
€ppen a preorder bejdrds szerinti sorrend. Ugyanigy a csticsok nové befejezési
szdm szerinti sorrendje megegyezik a postorder sorrenddel.

A graf éleinek osztilyozasa és a mélységi feszits erdd

A mélységi bejirds lehetdvé teszi a grif éleinek egy érdekes osztalyozasat. Hivjuk
faéleknek azokat az éleket, melyek megvizsgildsukkor még be nem jart pontba
mutatnak (azok az utcdk, amikbe bepillantva még sotét van, ezért arra indulunk a
kdvetkezs 1ampahoz).

Definicig (faél): A G = (V, E) irdnyitotr graf v — w éle faél (az adott mély-
$€gi bejdrdsra vonatkozéan), ha megvizsgdldsakor a (2) sorban a (bejdrvajw] =
hamis) feltétel teljesiil.
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Jelfjlje T azt a grifot, amelynek csicshalmaza V' (vagyis a kiinduldé G grif
cstcshalmaza), €lei pedig a faélek. Az algoritmus szerkezetéb8l nyilvanvald, hogy
egy csucsba legfeljebb egy faél futhat be (egy lampdt csak egyszer gytjtunk meg).

Feladat: Mutassuk meg, hogy ha egy H 0sszefiiggd irdnyitott grafnak van olyan
csucsa, amelybe nem vezet él, és az Gsszes t6bbi csticsdba pontosan egy €l fut be,

P

akkor H kormentes (nincs benne kettdnél hosszabb egyszerd irdnyitatlan kor).

A feladat dllitdsa szerint T" egy erdd. A komponenseit olyan fik alkotjak, mely-
nek pontjait egy kezdSpont bejdrdsa sordn értiik el. Ennek megfelelSen egy ilyen
fa élei a kezd6ponttdl — amit a fa gyokerének is szokas nevezni - tdvoloddan ira-
nyfitottak.

Definicié (mélységi feszits erdd, feszitofa): Az elobb meghatdrozott T grdfor a
G grdf egy mélységi feszitd erdejének nevezziik. Ha T csak egy komponensbdl dll,
akkor mélységi feszitGfardl beszéliink.

A gréf azon €élei, melyek nem faélek, még tovabbi hdrom csoportba sorolhaték.
Ezt el8készitendd nevezzik a G graf y csdcsdt az ¢ csvics T-beli leszdrmazottjd-
nak, ha van x ~» y irdnyitott it 7-ben. (Tehdt z is leszdrmazottja onmagdnak.) Az
x cscs részfdjat az x leszdrmazottai és a koztitk mend faélek alkotjak.

Definicié (élek osztalyozasa): Tekintsiik a G irdnyitott grdf egy mélységi be-
jdrdsdt és a kapott T mélységi feszitd erdér. (Ezen bejdrds szerint) G egy x — y éle

faél, ha x — y éle T-nek;
eloreél, ha x — y nem faél, y leszdrmazottja x-nek T-ben, és © # y;
visszaél,  ha x leszdrmazottja y-nak T-ben (a hurokél is ilyen);

keresztél, ha x és y nem leszdrmazottai egyvmdsnak.

A kovetkez8 dbran egy graf egy mélységi feszit6fdjat, a csicsok mélységi szd-
mozasit és éleinek tipusat lathatjuk:
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Most nézziik, miként lehet hatékonyan felismerni az egyes éltipusokat. Egy
v csics minden valddi leszdrmazottjanak a mélységi szdma nagyobb mszam|v)-
nél, hiszen T' élei mentén haladva a mélységi szamok ndnek. Ezért egy elGreél
kisebb mélységi szamui csicsbdl nagyobb sorszdmiba, egy visszaél pedig — a hu-
rokélek kivételével — nagyobb sorszamu csticsbdl kisebb sorszamiiba mutat. Az
dbra azt sugallja, hogy a keresztélek is nagyobb sorszamiibél kisebb sorszami
csticsba vezetnek. Valdban igy is van: megmutatjuk, hogy haz — y € E és
mszdm[z] <mszdmly], akkor az x — y csak faél vagy el6reél lehet. Ez esetben
ugyanis az mb(x) hivds idSpontjdban y-t még nem ldtogattuk meg. Az z — y élet
mindenképpen megvizsgaljuk, mieldtt ez a hivds befejez&dne. Ha a vizsgidlat pil-
lanatdig y-ban még nem jartunk, ezt az élet faéinek kell vdlasztanunk. Kiildnben y
az z-nek leszdrmazottja, ami azt jelenti, hogy az x — y €l elGreél.

Az eddigiek alapjan — pusztdn a mélységi szdmokat hasznilva — a visszaéleket
még nem tudjuk megkiilonbdztetni a keresztélektdt. Segitségil hivjuk ezért a befe-
jezési szamokat. Ha az x — y €l visszaél, vagyis x leszdrmazottja y-nak, akkor az
z cstcsot nyilvdn y bejardsa alatt latogatjuk meg, kvetkezésképpen az z — y él
vizsgdlatakor az y bejdrdsa még nem fejez6dott be. Ekkor tehat még bszam[y| = 0.
Ha viszont © — y él keresztél, akkor z nincs benne az y részfajaban. A mar iga-
zolt mszdmly] < mszdm[z] egyenlGtlenség szerint y bejdrdsa elkezd6dstt az ©
bejardsa eldtt. E két ténybdl kovetkezik, hogy y bejardsa befejez6dott, miel6tt z-et
megldtogattuk. Az o — y él vizsgdlatakor tehdt mar bszdam[y] > 0.

Mindezek alapjdn a kovetkezd tabldzat foglalja ossze, hogy egy irdnyitott gréf
mélységi bejdrdsa sordn hogyan tudjuk megkiilénboztetni a négyféle éltipust:

T~ yegy l ha az €l vizsgdlatakor

- faél mszdm[y] = 0

- visszaél mszdm[y] < mszdm[z] és bszdm[y] = 0
- el6reél mszdm(y] > m {1 [z]

- keresztél | mszdm[y] < mszam[z] és bszam[y] > 0.

A visszaéleknél egyenlGséget is megengedtiink. Ez azt jelenti, hogy az esetle-
ges ¢ — x hurokéleket visszaéleknek tekintjiik. A tabldzatban foglalt feltételek
ellendrzése allandé mennyiségd pluszmunkat ad élenként; az algoritmus ezzel ki-
egészitve is linedris ideji marad:

Tétel: A G irdnvirort grdf mélységi bejdrdsa — beleértve a mélységi, a befejezést
Szdmozdst és uz élek osztdlyozdsdt is — O(n + e) lépéshen megtehetd. O.

A kovetkezd dllitds a mélységi feszits erds részfiinak egy hasznos jellemzé-
sét adia. Tekintsik a G = (V, E) irdnyftott graf egy T mélységi feszits erdejét.
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Legyen z € V egy tetszSleges cstics, és jeldlje Ty, a feszits erdd x-gyskerd rész-

fdjanak a csticshalmazit. A T, elemei éppen az z leszdrmazottai a széban forgé
mélységi bejdrdsra vonatkozdan. Legyen tovabbd

Sz:{yEV

van olyan G-beli z ~ y irdnyitott 1t, amelyen
a csticsok mélységi szima legaldbb mszam|z]

Az S; halmaz tehdt azokbSl a pontokbdl &ll, amelyek z-bsl elérhetSk
olyan u — v € E élek mentén, melyek végpontjaira mszdm[u] >mszdm|z], és
mszdm[v] >mszam[z].

Allitas (részfa-lemma): Terszbleges © € 'V csiics esetén érvényes a T, = S,
egyenldség.

Bizonyitas: T, éppen azokbdl a pontokbdl dll, amelyek z-bdl faélek mentén elér-
het6k. Az z-gyokert részfa csticsait @ utdn érjiik el a mélységi bejdrds sordn, ezért
a részfa barmely u — v élére mszdm[u] >mszdm[z], és mszdm[v] >mszdm|z].
Ezzel beldttuk, hogy T, C S5,.

A forditott irdnyu tartalmazds igazoldsdra tegyiik fel indirekte, hogy létezik egy
y € Sz \ Ty cstics. Legyen z ~ y egy az S, meghatdrozasdban szerepl§ irdnyitott
ut. Az z ~ y Ut helyett esetleg annak egy kezd6darabjat véve feltehetjiik, hogy az
ut utolsd el6tti v pontja Tp-ben van. A mélységi bejdrds sordn z-szel kezd6dGen a
T, pontjait latogatjuk meg; a részfan kiviili pontokra ezért vagy x elbtt, vagy Ty
csticsai utdn keriil sor. Az y € Sy feltétel szerint mszam{y] >mszdm[z]. Ezy &€ T
miatt azt jelenti, hogy y-t valamikor a T, pontjai utdn litogatjuk meg, amibdl arra
jutunk, hogy mszam[y] >mszdm[v]. Ebb&l kovetkezik viszont, hogy v — y faél
vagy el6reél. Mindkét esetben y € T, adddik, ellentmondva feltevésiinknek. Ezzel
belattuk, hogy S, C T, is igaz. O

Kovetkezmény: Tegviik fel, hogy a G = (V, E) grdf x csiicsdbol minden pont
elérhetd irdnyitott titon. Tegyiik fel tovdbbd, hogv a G mélységi bejdrdsdt x-szel
kezdjiik. Ekkor a mélységi feszitd erdd egyetlen fdabol dll.

Bizonyitas: Ennél a bejardsnal mszam[z] = 1, amibdl a feltétel alapjan S; = V.
A részfa-lemma szerint tehat T, = V. O

Feladat: Igazoljuk, hogy
T, = {y € V| mszdm[y] > mszdm[z] és bszdm([y] < bszdm|[z]}.
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6.4.2. Iranyitott kormentes grafok (DAG-ok)

Tennivaloi kiizé tartozik a salétromozds utdni napon annak a pdcnak
a felvétele, amely marékszdmra vert sobol, korianderbdl, bordkamag-
bdl, sdrga-cukorbdl, dardlt fokhagymdbdl, babérlevélbél és ot-hat fej
virdshagymdbol késziilt. KRUDY GYULA: A htisvéti sédar titkai

Itt irdnyfitott grafok egy olyan osztdlydval foglalkozunk, amely gyakran keriil el
a kiilonféle alkalmazdsokban. Masrészt arrdl is nevezetesek ezek a grafok, hogy
koriikben néhdny elemi algoritmikus feladat gyorsabban és egyszertibben megold-
hatd, mint dltalaban.

Definicio (DAG): Egv G irdnyitott grdf DAG (directed acyclic graph), ha nem
tartalmaz irdnyitott kort.

DAG-ok a tudomdny és a tervezés szdmos teriiletén felbukkannak. Gyakran
hordoz valamiféle helyességgel, konzisztencidval kapcsolatos jelentést az, hogy a
modellezésre haszndlt irdnyitott graf DAG-e, vagy sem. IzelitGiil két példat muta-
tunk.

1. Teenddk iitemezése. Képzeljiik el, hogy egy sszetett tevékenység a Ty, ..., T,
részteendSkre bonthatd. Ezek dltalaban nem fiiggetlenek egymadstdl. Gyakran van-
nak olyan feltételeink, hogy bizonyos (¢, j) pdrokra a T} teenddt csak a 7T; teendd
elvégzése utdn hajthatjuk végre. Példdul ha a sodarkészitést egy Osszetett tevé-
kenységnek fogjuk fel, akkor — Kridy Gyula receptje szerint — a salétromozds
elébb kell hogy legyen, mint a pacolds.

Az ilyen feltételrendszerek természetes médon lefrhatdk irdnyitott graffal. En-
nek csiicsai a T; teendSk. A T3-b6l a T)j-be akkor vezet él, ha a T;-t a T; elott kell
elvégezni. A receptnél maradva: a salétromozis részteend6tdl €l vezet a pécolds-
hoz; a packészités bizonyos részfeladatai — mondjuk a koriander és a babérlevél
hozzdaddsa — kozott pedig nem fut él egyik iranyban sem.

Létni fogjuk késdbb, hogy a teendSket akkor és csak akkor tudjuk a feltételeket
kielégit§ sorrendben végrehajtani, ha az itt vdzolt grif DAG. Az ilyen iitemezési
grafok élsilyokkal gazdagitott valtozatai a PERT-grdfok; ezekr6l még lesz sz6 a
késSbbiekben.

2. Virakozasi grdfok. Temérdek olyan szamitégépes rendszer van, ami egyidében
t6bb felhasznalét szolgal ki. llyennek tekinthetd példaul egy 1égitdrsasag helyfog-
laldsi adatbédzisa. A tarolt adatokkal egyszerre tobb program — szokdsos kifejezés-
sel: tranzakcié — dolgozik. Hogy ne legyen nagy kavarodds (mondjuk hogy tobb
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utas ugyanarra a helyre kap jegyet), egy tranzakcié zdrolja az adatbdzis azon ré-
szeit, amelyekkel dolgozni kivdn. A zdr idStartama alatt mds tranzakcié nem fér-
het ezekhez. Ha a T tranzakcidnak egy olyan A adatra volna sziiksége, amit a T}
haszndl, €s ezért zdrol, akkor Ty var amig A felszabadul. Vannak azonban olyan
— pattnak nevezett — helyezetek, amikor a vdrakozds nem segit: amikor néhdny
tranzakcio ,.korben vér egymdsra”, és ezért egyikiik sem tudja folytatni a munkat.
A tranzakciok munkdjat feliigyelS program a patthelyzet észlelése utdn kilovi az
egyik érintett T'-t, hogy a tobbiek tovibb dolgozhassanak.

A pattok felismerésére szolgdl a virakozdsi grdf. Ez egy irdnyitott graf, aminek
csucsai az aktiv tranzakcidk. A T3 tranzakcidbél él fut a T»-be, ha van olyan A
adat, amit T haszndlni (pl. frni vagy olvasni) szeretne, és amit Ty éppen zdr alatt
tart. A tranzakcidink kozott pontosan akkor nincs patthelyzet, ha a vdrakozasi graf
egy DAG. Ez kdzvetlentil adédik a topologikus rendezésrdl sz4516 tételbdl, amit
mindjdrt targyalni fogunk.

A DAG-tulajdonsig ellenérzése

Fontos tehdt, hogy egy irdnyitott grafrdl el tudjuk dontent, tartalmaz-e irdnyitott
kort. Ha a graf egy mélységi bejdrdsa soran taldlunk visszaélet, akkor a graf nyil-
vin tartalmaz irdnyitott kort, azaz nem DAG. Ugyanis az u — v visszaél v pontjd-
bél vezet (csupa faélekbdSl dll6) Ut u-ba. A kovetkezd egyszerti tétel azt mondja
ki, hogy ez visszafele is igaz, igy a grif mélységi bejardsa elegendd a DAG-
tulajdonsdg ellenSrzéséhez.

Tétel: Legven G = (V, E) egy irdnyitont grdf. Ha G egy DAG, akkor egyetlen
mélységi bejdrdsa sordn sincs visszaél. Forditva: ha G-nek van olyan mélységi
bejdrdsa, amelyre nézve nincs visszaél, akkor G egy DAG.

o o

Bizonyitas: Az els§ dllitast az el6bb mir belattuk. A masodik indokldsdhoz tegyiik
fel, hogy G nem DAG. Meg kell mutatnunk, hogy tetszSleges mélységi bejardsa
soran lesz visszaél. A G nem DAG, igy tartalmaz legaldbb egy iranyitott kort.
Vegyiik ennek a kornek azt a v csticsdt, melynek a széban forgé mélységi bejdras
sordn a legkisebb a mélységi szdma, és vizsgdljuk meg a kér v-be mutaté élét.
Ennek kezdépontja legyen u.
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Mivel mszdm[v] < mszdm(u], ez az él csak vissza- vagy keresztél lehet. Azonban
v-b8l u elérhet irdnyitott tton, nevezetesen a kor élein haladva. Ezen az dton
a pontok mélységi szdma nem kisebb, mint mszdm[v]. Alkalmazhaté a részfa-
lemma: u a v leszdrmazottja lesz a mélységi feszitd erddben. fgy azu — v él
csak visszaél lehet. O

Ezek utdn egy irdnyitott grafrol mélységi bejaras segitségével O(n-+e) id6 alatt
el tudjuk donteni, hogy DAG-e, vagy sem. Ha a bejards kozben taldlunk visszaélet,
akkor a graf nem DAG, kiilonben pedig igen.

DAG topologikus rendezése

Emlékezziink vissza a teenddk titemezésének problémdjdra. Adva van tehét n da-
rab teenddnk, vagyis az ezeket reprezentdld n darab csics. Egy u — v él azt je-
lenti, hogy az u teend6t a v elStt kell elvégezni. Ilyenkor nyilvan a teenddk olyan
sorrendjét keressiik, ahol ha egy teendG6t elébb kell elvégezniink egy mdsiknal,
akkor ez a sorban elbb van. Igy a teend6ket ebben a sorrendben elvégezhetjiik
anélkiil, hogy megsérienénk az élekben megtestesiild feltételeket.

Definicié (topologikus rendezés): Legven G = (V, E) (|V| = n) egy irdnyitott
grdf. G egy topologikus rendezése a csiicsoknak egy olyan vy, ..., v, sorrendje,
melyben © — y € E esetén x eldbb van, mint y (azaz ha x = v;,y = v;, akkor
i< j)

Tétel: Egy irdnyitott grdfnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha
DAG.

Bizonyitas: =: Ha G nem DAG, akkor nem lehet topologikus rendezése, mert egy
irdnyitott k&r csticsainak nyilvan nincs megfeleld sorrendje.

<: Tegyiik fel, hogy G egy DAG. El8sz6r megjegyezziik, hogy G-ben van
olyan csiics, amibe nem fut be él. Ha ugyanis minden pontba menne €él, akkor
egy tetszSleges pontbdl kiindulva Iépkedni tudnink visszafelé az irdnyitott éleken
anélkiil, hogy valahol is elakadndnk. E séta sordn egyszer ,korbeérnénk", ami el-
lentmond a DAG-tulajdonsdgnak.

Ezutdn a csticsok szdma szerinti teljes indukciét alkalmazunk. Ha G-nek csak
€gy pontja van, akkor az allitds nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy n — 1-pontd DAG-
ok esetén is teljesiil, és legyen G egy tetszSleges n ponti DAG. G-bd! hagyjunk
el egy olyan z csiicsot a bel6le kiindulé élekkel egyiitt, amibe nem fut be él. A
Kapott graf legyen G1. Nyilvin G is DAG. Az indukcids feltevés szerint a G1-nek
I&tezik wy, ..., wy_; topologikus rendezése. Marmost az x, wy, . . . , Wy,_1 sorrend
nyilvén a G egy topologikus rendezése. O
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A teendSk elvégezhetSségének tehdt tényleg sziikséges és elegendd feltétele,
hogy a hozzdjuk rendelt grif DAG legyen. Hasonlé mondhaté a tranzakcids pél-
dankrdl: a vdrakozdsi graf topologikus rendezhetSségébdl kovetkezik, hogy vala-
melyik T' biztosan megkaphatja a hén dhitott zdrat.

A tétel gondolatmenetében egy DAG-ok topologikus rendezésére szolgalé al-
goritmus lappang: vélasszunk ki elsé pontnak egy olyan csicsot, amibe nem fut €I,
majd a maradékbdl egy ilyen csicsot misodikként; és igy tovdbb. Az Gtlet a haté-
konyan kivitelezhet§ a sor adatszerkezet segitségével. A sor alapja egy elemekbs]
allé kettdsen lancolt lista. Két alapmiivelet van: sorba(v, Q) a v elemet a @ sor vé-
gere illeszti; els6(Q) pedig visszaadja és egyben kitorli Q-bdl annak elsé elemét.
Nyilvanvald, hogy ezek a miiveletek a lista elejét, illetve végét jelolé mutatdkkal
O(1) koltséggel megvaldsithatdk. A sort szokds még FIFO-listdnak (first in, first
out) is nevezni.

Most egy @ sort hasznild topologikus rendez6 algoritmus vizlata kovetkezik.

1. A (kezdetben iires) @ sorba illessziik be a G azon csucsait,
amelyekbe nem megy él.

2. Ha Q iires, akkor dlljunk meg, kiilonben legyen u := els&(Q),
és irjuk ki az u cstcsot.

3. Toroljiik a grafbdl az u — v €leket. Ha egy
itt eléfordulé v csicsba mar nem megy él, akkor sorba(v, Q).

4. Menjlink vissza a 2. 1épéshez.

Feladat: Mutassuk meg, hogy az el6z§ algoritmus kifrdsi sorrendje tényleg a G
topologikus rendezése, és hogy az eljards O(n + e) koltséggel megvaldsithato.
Ugyancsak linedris koltségli topologikus rendez6 eljardst kaphatunk a mély-
ségi bejdrds segitségével: végezziik el a G DAG egy mélységi bejarasdt, és irjuk ki
G csucsait a befejezési szamaik szerint névekvé wy, . . . , wy, sorrendben. Ez meg-
tehetS az O(n + e) koltségkorldt megtartdsa mellett. A w csticsot akkor frjuk ki.
amikor a bejdrdsa befejez3dott, vagyis az mb(w) hivis utolsé utasitdsaként.

Allitas: A w,,wy, 1, ..., w1 sorrend a G DAG egy topologikus rendezése.

Bizonyitas: Azt kell beldtnunk, hogy ha w; — w; éle G-nek, akkor i > ;.
Ez azon milik, hogy G-ben nincs visszaél. A w; — w;j €l tehdt vagy fa- vagy
el6re- vagy keresztél. Ezek mindegyikérdl tudjuk (élek osztdlyozdsa, részfa-lemma
utdni feladat), hogy w; bejdrdsa el6bb fejezGdik be, mint w; bejdrdsa, vagyis
J = bszam{w;] < bszdm[w;] = i. A wy,,...,w; sorrendben igy w; megelszi
wj-t. O
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Legrovidebb és leghosszabb utak

Mint mdr emlitettiik, a DAG-ok egyik elSnyds tulajdonsdga, hogy 6bb fontos ve-
liik kapcsolatos feladatra gyorsabb algoritmusok ismeretesek, mint irdnyitott gri-
fokra dltaldban. Nézzik példaul a legrovidebb utak problémajdt egy forrdssal. Le-
gyen G = (V, E) egy éllistdval adott, sdlyozott €l DAG és s € V. Az élstlyok
tetszOleges valds szamok lehetnek. G-ben nincs negativ kér, mivelhogy egyaltaldn
nem tartalmaz irdnyitott kort. A feladatot a Bellman-Ford-médszerrel O(n3) 1é-
pésben tudjuk megoldani; nemnegativ €élsilyok esetén pedig a Dijkstra-algoritmus
idGigénye O((n + e) log n).

Topologikus rendezést hasznélva a feladat linedris id6ben, azaz O(n + e) Ié-
pésben megoldhatd. Tegylik fel tehdt, hogy mér meghatdroztuk a G csicsainak
egy Z1,%2, .- ., T, topologikus rendezését. Feltehetjiik, hogy s = 21, mert csak
a kisebbtSl a nagyobb sorszdmu csicsok felé mehet €l A d(s, x;) tdvolsdgokra
érvényes a kovetkezd Osszefiiggés:

() d(s,z;) = min {d(s,z;) + c(zj, zi)},

(zj,2;)€E
ahol ¢(z;, ;) az ©; — x; él silya. Ezt haszndlva ¢ = 1,2,.. . n-re sorban kiszd-
mithatjuk a d(s, z;) tivolsdgokat. A 1ényeges mozzanat az, hogy ha (z;,z;) él,
akkor j < 1, tehat d(s, x;) szdmitdsakor a d(s, ;) értékek mar tényleg a rendelke-
zésiinkre allnak.

Mibe keriil mindez? Az i-edik tdvolsdg szamitdsakor b; szamu dsszeadast vég-
zlink el, ahol b; az z;-be befutd élek szdma. A minimum meghatdrozdsara koltott
Osszehasonlitdsok szdma is legfeljebb b;. Ezeket i-re 0sszegezve: e Osszeaddsra €s
legfeljebb e 6sszehasonlitdsra van sziikség. Meg kell oldanunk még egy szervezési
problémat: adott i-re gyorsan el kell tudnunk érni az x; csicsba bemend €leket.
Err6l sz61 a kovetkez6 feladat.

Feladat: Mutassuk meg, hogy G éllistdjabsl O(n + e) Iépésben megkaphatjuk
a forditort éllistdjdr. Utébbiban az z; csdcs listdjdn az z;-be mend éleket leird
celldk vannak (szemben az eredetivel, ahol is x; listdja az x;-b6l kiinduld éleket
abrdzolja).

Osszesen tehdt — a topologikus rendezést és a listaforditdst is beleértve -
O(n + e) mivelettel kiszamithatjuk a legrévidebb utak hosszit.

A legrividebb utak helyett érdekelhetnek benniinket a mésik végletet jelento
leghosszabb utak is. Egy sdlyozott éli G irdnyitott graf u, v pontjaira legyen [(u, v)
aleghosszabb egvszerit irdnyitott u ~» v utak hossza. Azért szoritkozunk egyszerd
utakra, mert kiildnben a pozitiv 6sszstlyd irdnyfitott kort tartalmazé grafokra a de-
finici6 értelmetlen volna.
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Az l(u,v) mennyiségek meghatdrozdsa dltaldban hirhedten idSigényes fela-
dat, aminek néhdny rokondval (Hamilton-kor keresése, Utazé ligyndk) taldlkozni
fogunk a 8.7.5. részben. A nehéz feladat megszelidiil, ha a bemenetet jelents graf
DAG. El8szor is megjegyezziik, hogy ha G DAG, akkor az [(u, v) definici6jaban
egyszerii it helyett elég szimpldn csak wrat irni. Egy DAG-ban ugyanis minden
irdnyitott Ut egyszerl. A leghosszabb utakra ezutdn nyilvanvaloan érvényes a (1)
rekurzié megfelel§je — minimumok helyett maximumokkal:

(1) I(s,z;) = max {l(s,z;) + c(zj, z)}.

(I’]‘ ,.’I?,‘)EE
Ha G egy DAG, akkor a (1) dsszefiiggések alapjdn az (s, z;) mennyiségeket Ié-
nyegében ugyanazzal a médszerrel megkaphatjuk, mint a d(s, z;) tdvolsdgokat. A
kiilonbség csupdn annyi, hogy minimumok helyett maximumokat kell szadmitani.

Tétel: Ha G egy éllistdval adort siilyozott élit DAG, akkor az egy forrdsbol indulé
legrovidebb és leghosszabb utak meghatdrozdsdnak feladatai O{n + e) lépésben
megoldhatok. O

Feladat: Adjunk O(n + e) Iépésszami mddszert a legrovidebb és a leghosszabb
utak nyomonkovetésére. (Haszndljuk a Dijkstra-mdédszernél alkalmazott gondola-
tot.)

A PERT-médszer

A PERT (Program Evaluation and Review Technique) elnevezésii tervezési mod-
szertan sulyozott éld DAG-okkal dbrdzolja egy Osszetett feladat részei kozotti vi-
szonyokat. A DAG csucsai a nagy feladat részei, eleminek mondhat6 teend6i. Az x
teendGbdl irdnyitott él vezet az y teendSbe, ha x-et elébb kell elvégezni, mint y-t.
A PERT-grifokban kiilon csicsok — legyenek ezek mondjuk K és V — jelolik a
teljes feladat kezdetét és végét. Ha a gréf éleit értelmesen definidljuk, akkor a csu-
csok minden topologikus rendezésekor I az elsd, V' pedig az utolso csucs lesz. Az
éleken nemnegativ sdlyok vannak. Az @ — y él ¢(x,y) silya mondja meg, hogy
mennyi idének kell eltelnie az x tevékenység megkezdésétdl az y megkezdéséig.
Ilyen természetd Kridy receptjében az a kikdtés, hogy a salétromozés és a pdcolds
koz8tt egy napnak el kell telnie.

Hogyan hatarozhatjuk meg a stlyozott grif ismeretében az x részfeladat leg-
korabbi kezdési id6pontjat? A vdlasz egyszer(: ez a leghosszabb K ~» x it hossza,
azaz (K, x) lesz. Speciilis esetként a teljes feladat elvégzésének minimdlis id6-
igénye I(K, V). Ezek az id6k az el6z6 szakasz algoritmusdval linedris id&ben,
vagyis O(n + e) 1épésben megkaphatdk.
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A PERT-médszertan fontos fogalmai a kritikus iit, él és csiics. Kritikus tton
olyan K ~ V utat értiink, amelynek a hossza (K, V'). A kritikus élek és csicsok
pedig a kritikus utakon levé €lek, illetve csticsok. Az elnevezés onnan ered, hogy
ha a kritikus utakon késve kezd6dnek a tevékenységek, ez az egész munka befe-
jezését késlelteti. A kovetkezd rajzon egy PERT-grdf szerepel. A kritikus éleket
megvastagitottuk.

A C részfeladat nem kritikus. A legkordbbi kezdési ideje [(K,C) = 3, de az
egész projekt befejezhets 9 idSegység alatt akkor is, ha C-t a K utdn 7 egységgel
inditjuk. A D csucs viszont kritikus. Ha csak kicsivel is tobb, mint 5 idSegység
elteltével inditjuk, akkor az egész munka mar nem fejezhetd be 9 idSegység alatt.

A kritikus csucsokat és éleket a G PERT-grdf topologikus rendezésében vissza-
fele, azaz V-t6l K felé haladva hatdrozhatjuk meg. Els6 1épésként megjeloljiik V-t
mint kritikus csdcsot. Altaldban, tegyiik fel, hogy az x; csticsnal tartunk, és z; meg-
jelolt (vagyis kritikus) cstcs. Ez esetben az x; — z; élet és az x; csticsot akkor
kell megjeldlniink, ha (1)-ban az z; — x; élen keresztiil elérjiik az [(K, z;) maxi-
mumot. Mashogy mondva: ha l(K, z;) = [(K, z;) + c(z;, z;) teljesiil. Az eljdrds
sordn minden €élet egyszer vesziink szemiigyre, igy a koltség O(n + e). Ervényes
tehdt a kovetkezd:

Tétel: Egy éllistaval adott PERT-grdf esetén a részfeladatok legkordbbi kezdési
ideje, ezenfeliil a kritikus élek és csiicsok linedris id6ben meghatdrozhatck. O

6.4.3. Erésen osszefiiggd (erds) komponensek

Irdnyitott grafokndl az osszefiiggbséget ugyanigy definialjuk, mint az irdnyitatlan
grifoknal: tekintet nélkiil az élek irdnyitdsira. Ebben az értelemben az sszefiig-
g0ségre vigy gondolhatunk, hogy a grafunk egy darabbdl van. Irdnyitott grafokra
van azonban egy ennél jéval szigortibb sszefiiggGség-fogalom is:

DeﬁnfCié (erffsen 6SSZefﬁgg6 gl'éf)! Egy G = ({/’ E) l'rdny[[on grdf erdsen
Osszefliggd, ha bdarmely u,v € V ponipdrra létezik u ~» v irdnyitott iit.
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Ha valaki tévelygett mar autéval egy idegen véros egyirdnyd utcdinak szo-
vevényében, akkor aligha fogja vitatni, hogy ez a kdvetelmény erSsebb, mint a
-gyalogosokra szabott" egyszeri osszefligglség. A kovetkez8 graf osszefiiggd, de
nem erGsen Osszefiiggd. Az | csiicsba nem juthatunk el irdnyitott tton egyetlen
mas csticsbdl sem.

Egy grif osszefliggd komponenseit a graf csiicsain értelmezett ekvivalenciare-
lacié (u ~ v, ha van u-bdl v-be mend tt) osztalyaiként értelmeztiik. Hasonl6an
jarhatunk el, ha az elérhetdségnél az élek irdnyit is figyelembe akarjuk venni.

Definicié: Legyen G = (V, E) egy irdnyitott grdf. Bevezetiink egy reldciét V -n:
u,v € V-re legyen u =~ v, ha G-ben léteznek u ~» v és v ~» u irdnyitott utak.

Természetesen v ~ v, hiszen a nulla hosszisdgu utat is utnak tekintjiik. Nyil-
vanval6 az is, hogy a = reldcid szimmetrikus és tranzitiv is. Kovetkezésképpen
ekvivalenciareldcid, ami osztdlyokba sorolja a graf pontjait.

Definicié (er6s komponensek): A ~ reldicié ekvivalenciaosztdlyait a G erésen
Osszefliggd (roviden: ers) komponenseinek nevezziik.

A definicidébdl azonnal lathatd, hogy ha ' a G-nek erés komponense, akkor a

C a pontjait 0sszekots élekkel egyiitt egy erdsen dsszefiiggs graf. Az el6z6 példa
grafjanak harom er6s komponense van: {1}, {4} és {2, 3,5}.

Allitas: Egy irdnyitott grdf két erds komponense kozott az élek csak egy irdnyba
mehetnek.

A
@Q@
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Bizonyitas: Ha menne él a C; erds komponensbdl egy masik Ca-be és a Co-bdl a
C;-be is, akkor Cy és Cy ugyanabban az erés komponensben volna. 0

fgy ha egy irdnyitott grafban csak az erSs komponensek viszonyara vagyunk
kivancsiak, akkor elég nyilvantartanunk, hogy mely komponensek kozott vezet él.
és milyen irdnyban.

Definicié (redukalt graf): Legyen G = (V, E) irdnyitort grdf. G redukalt grifja
egy irdnyitott grdf, melynek pontjai a G erds komponensei; a Cy, Cy komponensek
kozott akkor van Cy — Cy él, ha G-ben a Cy komponens valamely pontjibél vezet
él a Cy komponensbe.

A redukalt graf mindig DAG lesz. Ugyanisegy C; — Cy = -+ — Cy — ()
irdnyitott kor a redukdlt grafban azt jelentené, hogy C1 UCy U+ - - U Cy a G ugyan-
azon erls komponensében van,

Most egy gyors (linedris idejli) médszert mutatunk egy éllistdval adott G =
(V, E) iranyitott graf erSs komponenseinek a feltérképezésére. Az algoritmus a
mélységi bejardson alapul, amit mindjdrt nem is egyszer, hanem kétszer hivunk
segitségiil.

Erdsen osszefiiggé komponensek meghatiarozasa

(1) Mélységi bejardssal végigmegyiink G-n, kdzben minden pontnak sorszdmot
adunk: a befejezési szdmat.

(2) Elkészitjiik a Gg,pq grdfot, melyet tigy kapunk G-bdl, hogy minden €l irdnyi-
tasdt megforditjuk. Pontosabban: Gy == (V, E'), ahol u — v € E' akkor és
csak akkor,hav — u € E.

(3) Bejdrjuk a Gorq grifot mélységi bejardssal, a legnagyobb sorszamu csticesal
kezdve (az (1)-beli befejezési szamozds szerint). Uj gyckérpont vélasztdsakor min-
dig a legnagyobb sorszdmi cstcsot vessziik a maradékbél.

Tétel: A (3) pontban kapott fik lesznek G erés komponensei, azaz G-ben x =y
pontosan akkor igaz, ha x és y egy fidban vannak.

Bizonyitis: =: Azt kell igazolnunk, hogy egy erSs komponens pontjai egy fdba
keriilnek a (3)-beli bejdrds sordn. Ennél valamivel tobb is igaz: a graf egy erls
komponensének a pontjai bdrmely mélységi bejarasndl egyazon féba keriilnek. Ezt
a Gg g grafra alkalmazva —aminek nyilvdn ugyanazok az erSs komponensei, mint
G-nek — adédik az 4llitds.
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Legyen tehdt K egy er6s komponens, és legyen x a K legkisebb mélységi
szamu pontja. Ekkor nyilvan K C S, igy a részfa-lemma miatt K benne van az
z-ben gyokerezd részfdban.
<=: Forditva, tegyiik fel, hogy x és y egy faban vannak a (3) pont szerinti mélységi
bejdrds utdn. Azt kell belatnunk, hogy ekkor z ~ y a G gratban, azaz z és y
egymadsbdl irdnyitott Gton elérhetok.

Legyen a v cstics a gyGkere annak a fdnak, mely a (3) pont szerinti mélységi
bejdrds utdn z-et és y-t is tartalmazza. Mivel z leszdrmazottja v-nek, ezért a Gy
gratban van v ~ z irdnyitott ut, tehdt a G grafban van egy L irdnyitott Gt z-bdl
v-be.

Legyen z’ az L-nek az a pontja, amelynek az els6 bejards szerinti mélységi
szdma a legkisebb. A részfa-lemma miatt L-nek az ' ~» v darabjaban levS csi-
csok az (1) bejardsndl z’ leszdrmazottai lesznek. Az ' gydkeri részfaban viszont
az x' befejezési szdma a legnagyobb, fgy v vdlasztdsa miatt ' = v. Az L pont-
jai koziil tehat v-t litogattuk meg legeldszor, és v-nek a befejezési szdma volt a
legnagyobb. Ezek egyiitt azt jelentik, hogy L pontjai a v leszdrmazottai az elsd
bejardsnal. Igy G-ben van v ~» z iranyitott qt.

Belattuk, hogy a G grafban z ~ v. Hasonldan adédik, hogy y = v. A reld-
cié szimmetrikus €s tranzitiv volta miatt x =~ y, azaz x és y a G egyazon erds
komponensében vannak. [

Azelsd 1épés O(n+e) id6t vesz igénybe. A graf bejdrdsa alatt kifrjuk a csticsait
befejezési szam szerinti sorrendben. (Emiatt a (3) 1épésnél az 4j gyokér valaszta-
sdhoz nem kell kiilon rendezni Sket.) A masodik 1épés O(e), a harmadik pedig
O(n + e) ideig tart. Tehdt az algoritmus 6sszidSigénye O(n + e).

Feladat: [rjuk fel a G erés komponenseit abban a sorrendben, ahogy az el6z8 algo-
ritmus adja 6ket. Mutassuk meg, hogy az gy kapott sorrend a G redukalt grafjanak
egyik topologikus rendezése.

6.4.4. Iranyitatlan grafok mélységi bejarasa

A mélységi bejdras iranyitatlan grifokkal kapcsolatos feladatok megolddsdban is
hasznos. Egy iranyitatlan graf felfoghatd irdnyitottként vgy, hogy minden (u,v)
€lét az u — v és v — u élekkel helyettesitjiik. Ezzel az dtalakitdssal a 6.4.1.
részben elmondottak irdnyitatlan grafokra is értelmezhetdk.

Az irdnyitott grafokndl bemutatott algoritmus tehat minden valtoztatds nélkil
itt is mikodik. Segitségével a csdcsok szdmozdsai (mélységi €s befejezési), az
élek osztdlyozdsa, a mélységi feszit6 erdd O(n + e) koltséggel megkaphatok. A
kovetkezd két észrevétel azt mondja, hogy irdnyitatlan grafokndl a bejarassal kap-
csolatos tulajdonsdgok egyszeriibbek:



6.4. MELYSEGI BEJARAS 145

— Amikor a G irdnyitatlan grdfot irdnyitottd alakitjuk, az Ssszefiiggd kompo-
nenseibsl erSsen Osszefiiggd grdfok lesznek. Ezért ha a C' komponensbdl valé z
csticsot vdlasztjuk a bejdrds kezdSpontjdul, akkor a részfa-lemma Kovetkezménye
szerint az x részfijanak csicshalmaza pontosan C lesz. A mélységi feszité erdé f4i
igy a G 0sszefiiggd komponenseinek felelnek meg. A mélységi bejdras tehdt ird-
nyitatlan grafok komponenseinek feltérképezésére is alkalmas. Specidlis esetként:

s o

ha G 6sszefiiggd, akkor O(e) koltséggel egy feszitéfat kapunk.

— Irdnyitott grafok bejdrasakor négyféle éllel taldlkoztunk: fa-, eldre-, vissza- és
keresztéllel. Irdnyitatlan grafokndl ebben is egyszertibb a kép. A (v, w) irdnyitatlan
él tipusa legyen av — w és w — v irdnyitott élek koziil annak a tipusa, amelyiket a
bejdrdskor el6szor vizsgdljuk meg. Az élek tipusdt igy értelmezve egy irdnyitatian
graf mélységi bejdrasandl csak faélek és visszaélek lehetnek. Ennek bizonyitdsara
vegyiink egy tetsz8leges (v, w) élet. Az dltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetjiik,
hogy az mb() eljdrdst a v csticsra hivjuk meg elébb. Az mb(v) hivds sorédn biztosan
megvizsgiljuk a v — w élet. Ha a w-t eme vizsgilat el6tt még nem latogattuk
meg, akkor v — w és ezért (v, w) is faél lesz. Ellenkezs esetben w az mb(v)
eljards folyamdn valt ldtogatottd, tehdt w leszdrmazottja lesz v-nek a faban. Ez
esetben a w bejdrdsa fejez6dik be el6bb; a w — v élet el6bb latjuk, mint a forditott
parjat. Ennélfogva (v, w) visszaél lesz.

Alkalmazas: Artikuliciés pont keresése

Definicié: Legyen G = (V, E) dsszefiiggd irdnyitatlan grdf. A v € V csiics arti-
kuldciés (mds szoval elvagd) pontja G-nek, ha v és a rd illeszkedd élek elhagydsd-

val a grdf tobl komponensre esik szét, vagyis elveszti Osszefiiggdségét.

Egy graf artikuldcids pontjait a mélységi bejdrds segitségével taldlhatjuk meg.
Hogy megértsiik a kovetkez8 médszert, képzeljiink magunk elé egy Osszefliggd
grafot, melynek mar felépitettiik a mélységi feszitsfdjat. A graf tehdt csak facleket
€s visszaéleket tartalmaz. Az utébbiak a fa egy dgdnak két csticsdt kotik Gssze.
Mivel keresztélek nincsenek, a fa két kiilonbozs dgat nem koti ossze €l. EbbS]
rogton kovetkezik, hogy a fa gydkere pontosan akkor artikuldcios pontja a grafnak,
ha egynél t5bb fia van, hiszen ekkor elhagydsaval a graf a gyokér alatti részfaknak
megfelels darabokra esik szét.

Most vizsgaljuk meg, hogy mi torténik, ha elhagyunk egy gySkértdl kiilonbozd
v csticsot a grafbSl. Ha csak a faéleket nézziik, akkor azt ldtjuk, hogy a feszitdfa
szétesik azon részfikra, melyeknek gyokerei a v fiai, és a maradék feszit6fadarabra
(ilyen van, mert v nem a gyokér). A visszaélek csak tgy tarthatjdk egybe ezeket a
darabokat, ha a v alatti nem iires részfik mindegyikéb8l megy visszaél a v feletti

20

feszit6fadarabba. Ez azt jelenti, hogy v-nek barmelyik 4gdn is indulunk el , lefelé
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a feszitSfaban, egy visszaélen mindig ,.fel" tudunk jutni v egy valédi Gsébe. Ha v-
nek van akdr egyetlen olyan fia, melynek részfdjabol nem vezet visszaél v ,,folé",
akkor v elhagydsdval ez a részfa biztosan le fog vdlni a grafrél.

A v € V csiesrdl el akarjuk donteni, hogy vajon minden részfdjdbdl vezet-e
visszaél egy valédi Gsébe. E célbol kiszamitjuk a fel[v] értéket. Ez megadja a v
csticshoz annak a , feszit6fdban legmagasabban levé" w csticsnak a mélységi sza-
mat, amelyhez el tudunk jutni v-bdl gy, hogy ,.lefelé" megyiink (esetleg O darab)
faélen, aztin egy visszaélen ,felmegyiink" w-be. Legrosszabb esetben ez a cstics
maga v, kiilonben pedig w mélységi szima Kisebb lesz v mélységi szamdndl, hi-
szen ekkor w valddi 8se v-nek. A v csics tehdt akkor és csak akkor lesz artikula-
cios pont, ha van olyan w fia, melynek a fjabol nem megy v f61é visszaél, vagyis
melyre feljw] > mszdm[v]. Ezek utdn foglaljuk 6ssze egy kicsit gondosabban a
tennivalokat.

Moddszer az artikuldciés pontok megkeresésére (osszefiiggd grafban):

1. Végezziik el a graf mélységi bejdrdsat, és hatdrozzuk meg a csicsok mélységi
szdmdt, melyet v € V-re mszdm(v] jelol.

2. Szdmitsuk ki minden v csticsra a fel[v] értéket; ez megadja annak a legkisebb
mélységi szdmu w csicsnak a mélységi szamat, melybe vezet visszaél v valamely
leszarmazottjabdl. Hogy ezt megvaldsitsuk, jarjuk be az elsd pontban kapott feszi-
téfat a befejezési szdmok szerinti sorrendben, és ebben a sorrendben toltsiik ki a
fel[ ] tombot. Igy amikor a fel[v] értéket prébaljuk meghatirozni, akkor v minden
y fidra felly] mar ismert.

mszdm[v],
fel[v] = min ¢ min{mszdm[z], ahol v — z visszaél},
min{fel[y], ahol y fia v-nek}

3. Artikuldciés pontok megkeresése: a feszit6fat bejirva a v € V csticsokrol
ellendrizziik, hogy elvagé pontok-e. A v-re vonatkozé teszt gy hangzik:
(a) a gybkér pontosan akkor artikuldcids pont, ha legaldbb 2 fia van a féban.
(b) a gyokértdl kiilonbdzd v cstics akkor €s csak akkor artikuldcids pont, ha
van v-nek olyan y fia, hogy fel[y] > mszdm[v].
Mindhdrom lépés gyakorlatilag gréf-, illetve fabejards, ami O(n + €) id6t vesz
igénybe. A graf dsszefiiggl, tehdt e > n — 1, amibdl az algoritmus dsszkoltsége
O(e).

6.5. A szélességi bejaras

Elevenitsiik fol a 6.4.-beli esetet, amikor a lampagytjtogatd elhivta a bardtait ldm-
pat gydjtogatni. Az dltaluk koveteit bejaré médszert probaljuk meg atiiltetni tet-
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sz6leges irdnyitott grifra. Olyan bejarasi sorrendet akarunk, ami szerint csak ak-
kor foglalkozunk a kezdSponttdl tdvolabbi csicsokkal, ha a kozelieket mar mind
lattuk. Meglatogatjuk tehat az els6 csicsot, majd ennek a csticsnak az dsszes szom-
szédjat. Aztan ezen szomszédok Osszes olyan szomszédjat, hol még nem jartunk,
és {gy tovabb. Hogyan lehet ezt értelmesen megszervezni? A legjobb ismert megol-
das egy sort (FIFO-listat) alkalmaz. Ebbe rakjuk be az épp meglatogatott csticsot,
hogy majd a megfeleld idSben a szomszédaira is sort kerithesstink.

A mddszer altaldnos lépésének 1ényege, hogy vessziik a sor elején levd z csi-
csot. Ezt t6roljiik a sorbol, megldtogatjuk azokat az y szomszédait, amelyeket ed-
dig még nem ldttunk, majd ezeket az y csticsokat a sor végére tessziik. Az algorit-
mus keretét ado bejdr eljards tulajdonképpen ugyanaz, mint a mélységi bejrasé.
A bejérva[l : n] tomb szolgdl itt is a mdr latott csicsok megjelolésére.

procedure bejdr (x elvégzi a G irdnyitott graf szélességi bejardsat *)
begin
for v := 1tondo
bejarvalv] := hamis;
for v := 1tondo
if bejarva[v] = hamis then
szb(v)
end

procedure szb (v: cstics)
var
Q: csticsokbdl allé sor;
x,y: csicsok;
begin
bejdrvalv] := igaz;
sorba(v, Q);
while ) nem tires do begin
z = els6(Q);
for minden z — y € E élre do
if bejdrvaly] = hamis then begin
bejarvaly| := igaz;
(*) sorba(y, Q)
end
end
end
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A szélességi bejdrds sordn — a mélységi mintdjdra —~ felépithetjiik a graf egy
szélességi feszitd erdejét. Faélnek itt is azokat az éleket hivjuk, melyek megvizs-
gildsukkor még be nem jart pontba mutatnak. Tehat amikor egy mar megldtogatott
x csdcs szomszédait vizsgaljuk, és mondjuk y-t koziilik még nem lattuk, akkor
az egyre ndvekvd erd6hoz hozzdvessziik az x — y élet (az algoritmusban a ()
sor utdn). Csakugy, mint a mélységi bejardsndl, a faélek itt is feszitd erdét alkot-
nak, aminek a fai természetes mdédon tekinthetSk gyokeres, a gyokértdl tdvoloddan
irdnyitott faknak. E fak kapcsdn most is osztdlyozhatjuk a graf éleit.

A G iranyitott graf szélességi bejardsa sordn a graf egyik éle sem bizonyulhat
eldreélnek. Ugyanis amikor eljardsunk az x csidcsot kiveszi a sorbél, hogy szom-
szédait megvizsgdlja, akkor x minden még bejaratlan y szomszédjat bejartta nyil-
vdnitja, a sor végére teszi, €s az x — y él {gy fadl lesz. A mdr bejart y szomszédok
pedig vagy = 8sei, vagy egy mdsik dgon (esetleg egy mdsik faban) taldlhaték. Az
elébbi esetben az ¢ — y €l visszaél, az utdbbiban pedig keresztél lesz.

A szélességi bejards alkalmazhatd irdnyitatlan gréfokra is. A szokdsos mddon
az (z,y) irdnyitatlan élet az * — y és az y — = irdnyitott élpdr helyettesiti.
Az €lek osztalyozdsa a mélységi bejarasndl latottakhoz hasonidéan végezhet&: az
(z,y) irdnyftatlan él tipusa legyen az x — y és y — z irdnyitott élek koziil annak
a tipusa, amelyikkel a bejdrdskor el8szor talilkozunk. Ezzel a megallapodassal
élve az irdnyitatlan grifok szélességi bejarasa sordn faéleken kiviil csak keresztélek
keletkeznek. Nem szerepelhet elSre- vagy visszaél. Legyen ugyanis (z,y) éle G-
nek, és tegyiik fel, hogy x 6se y-nak (valamelyik fiban). Nézziik, mi a helyzet
akkor, amikor z kikeriil a @ sorbdl. Ekkor y-ban még nem jarhattunk, hiszen x fiai
és igy az Osszes leszdrmazottai csak ezutdn kvetkeznek. Tehdt ekkor bejdrvaly] =
hamis; emiatt az algoritmus (z, y)-t faélnek vilasztja.

Feladat: Legyen G irdnyitatlan graf. Mutassuk meg, hogy G barmely szélességi
feszitd erdejében a fak ponthalmazai éppen a G Gsszefiiggé komponensei. (Legyen
v az egyik fa gyokere, w pedig tetsz8leges pont a G-nek a v-t tartalmazé kompo-
nensébdl. Tekintstink egy v-b8l w-be mend utat, és mutassuk meg, hogy ennek a
pontjai a szélességi bejards alatt mind bekeriilnek a v fijaba.)

A szélességi bejdrds koltsége O(n + €), mert minden csiicsot pontosan egyszer
teszlink be a sorba (amikor latogatottra allitjuk), és minden irdnyitott élet egyszer
vizsgdlunk meg (amikor a kezdGpontja kikeriil a sorbél).

A kovetkezs dbrdn egy Osszefiiggs irdnyitatlan graf szélességi feszitéfdja lat-
hat6. A faéleket sima, a keresztéleket szaggatott vonallal jelsltik. A csicsok mel-
letti szdm pedig azt mondja meg, hogy hanyadikként litogattuk meg Sket (széles-
$égi s7dmozds).
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Még egyszer a legrévidebb utakrol

A szélességi bejards alkalmazdsdval az egy forrasbél indulé legrovidebb utak fel-
adata (ldsd 6.2.) linedris idSben megoldhat6, ha az élstlyok egységnyiek.

Legyen G = (V, E) egy irdnyitott grif, és s € V egy rogzitett pontja. Az
egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy s-b8l minden v € V csiics elérhetd irdnyi-
tott tton. Megmutatjuk, hogy a sz€lességi bejdrds segitségével a d(s, v) tdvolsdgok
(v € V) linedris id6ben meghatdrozhatdk. Jelentse D[v] a v csticsnak az s-t81 val6
tdvolsdgat az s-gyokerd szélességi faban. A D[v] mennyiségek a bejdrds soran a fu-
tdsi id6 nagysdgrendjének megvaltoztatisa nélkiil kiszamithatok. Legyen ugyanis
kezdetben D[s] := 0; az szb eljdrdsba pedig a (*) sor utdn tegyiik be a kézenfekvé
D[y] := D[z] + 1; utasitdst. A kiegészitett algoritmus futdsi ideje nyilvdnvalGan
O(n +e).

Tétel: Az el6zdek szerint mddositott szélességi bejdrds végeztével teljesiilnek a
kovetkezok:

I. Legyen s = x1,x3,...,&, acsticsoknak a szélességi bejdrds szerinti sorrendje.
Ekkor D[z1] < D[z2] < ... < Dlazy].

2. Ha x — y éle G-nek, akkor D[y] < D[z] + 1.

3. D[v} = d(s,v) teljesiil minden v € V csiicsra.

Bizonyitds: 1. Az algoritmusra pillantva azonnal ldtszik, hogy a csticsok az s =
T, T,...,x, sorrendben keriilnek bele a @ sorba. Kovetkezésképpen ebben a
sorrendben is keriilnek ki a sorbél (FIFO-tulajdonsdg). Innen arra jutunk, hogy ha
az x # s cstcs eldbb van a sorrendben, mint y, akkor apa(z) nem lehet késobb,
mint apa(y), ahol az apa a szélességi feszitfaban értends. Ezt haszndlva egyszerd
indukcidval kapjuk, hogy a D[z1], D[zs], ..., D[z,] szdmsorozat nem csékkend.
Ez ugyanis kozvetleniil latszik a gyokérre és fiaira. Kés6bb pedig nyilvan D[z;] =
Diapa(z;)] + 1 és D[z;41) = Dlapa(w;+1)] + 1. Ha itt a két apa kiilénboz6,
akkor az indukcids feltevés miatt D]apa(z;)] < Dlapa(zit1)], amib6l Dlz;] <
Dlz;11]. Ha pedig az apak megegyeznek, akkor D[z;] = D|z;1].

2. Tegyiik fel, hogy = — y éle G-nek; meg kell mutatnunk, hogy ekkor
Dly] < D[z] + 1. Nézziik ezért, hogy mi torténik, amikor z kikeriil a @ sor-
bél, és éppen az (z,y) élet vizsgdljuk. Ha bejarvaly] = hamis, akkor y apja z,
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vagyis D[y] = D[xz] + 1. Ha pedig y-t mar kordbban ldttuk, akkor arra kévetkez-
tethetiink, hogy y apja el6bb van a szélességi sorrendben, mint z, amibdl 1. szerint
Dlapa(y)] < D[z]. Az utébbi egyenlétlenség mindkét oldaldhoz egyet adva kap-
juk, hogy D[y] < D[z] + 1.

3. Vilagos egyrészt, hogy d(s,v) < D[v] érvényes minden v € V csucsra,
mivelhogy a grdfban (st a faban) van Dfv] éIbél 4ll6 s ~» v irdnyitott it. Elég
tehat a forditott D[v] < d(s,v) egyenldtlenségeket igazolni. Legyen evégbtl
5= 1Yo, Y1, Yr = v egy minimdlis hosszdsdgd G-beli irdnyitott it s-b6l v-be.
A 2. észrevételt alkalmazzuk sorra az ut éleire: Dfy1] < D[s] + 1 = 1, majd
Dlys] < D{y1] + 1 < 2; igy folytatva végiil D[v] = Dly] < k = d(s,v). Az
érvelés ezzel teljes. O

A Dlv] szamok 3. szerint a legrévidebb s-bdl v-be mend utak hosszai. A szé-
lességi bejdrdssal tehat a legrovidebb utak feladatdnak ez a fontos specidlis esete
(minden élsily 1) a Dijkstra-algoritmusnal gyorsabban3, linedris idében megold-
haté.

A tétel 1. €s 3. allitdsai mondjdk ki, hogy az eljdrds tényleg a lampagytjtogatd
és bardtai szEltében terjeszkedd stratégidjat valdsitja meg: a kezdSpont utdn el&szor
a tole 1 tdvolsdgra levd csdcsokat ldtogatjuk meg, utdna a 2 egységnyire levok
jonnek, és igy tovabb.

Feladat: Legyen G egy éllistaval adott irdnyitatlan graf, és s egy cstcsa. Ad-
junk O(e) koltségli médszert legrovidebb (legkevesebb éIbdl alld) s-et tartaimazé
kor keresésére. (Inditsunk szélességi bejardst s-bél. Legyenek s3,s2,...,5; Az s
szomszédai. Legyen f a bejards sordn kapott els$ olyan keresztél, amely az s;
gyokerd részfik koziil két kiilonboz6 kozott fut. Ekkor f a végpontjait 0sszekotd
faélekkel egytitt megfeleld kort ad. Az f megtaldldsdban segit, ha a bejards sordn a
csucsok mellg feljegyezziik, hogy melyik s; részfajaba tartoznak. Ezt a jellemzst
a csucsok az apjuktol oroklik.)

A szélességi bejards két tovabbi alkalmazisdval késébb, a parositdsok, majd
pedig a hdldzati folyamok kapcsdn ismerkediink meg.

3Taldn helyesebb tgy fogalmazni, hogy a szélességi bejardson alapulé médszeriink gyorsabb.
mint a Dijkstra kordbban megismert éllistids implementdcidja. Valdjdban a most bemutatott algo-
ritmust szemlélhetjiik gy, mint Dijkstra-mddszer egy viltozatdt. A mdr bejrt pontok halmaza a
KESZ halmaz, amit a faélek mentén bdvitgetiink. A tétel 1. és 3. allitdsabo! kiolvashatd, hogy tel-
jesiil a Dijkstra-médszer b6vitési elve: a KESZ-be mindig egy az s-hez legkozelebbi V\KESZ-beli
pont keriil.
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6.6. Minimalis koltségii feszitofak

egy fa dga vége egy hangya ha elindulna  hangydnk ha nem boldogulna
nem nd rd a gyokerére  bdarmely dgrol eljuthatna  lepottyanva

se mds dgra bdarmely dgra foldin mdszna

se torzsére bdarmely pontba 16rzsdn kiiszha

(ko‘rmentes) (Osszeftiggd) (ez bizony mdr erdé volna)

LEHEL JENG

A kovetkezd két részben irdnyitatlan grafokkal (réviden: grafokkal) foglalkozunk.
Ennek megfeleléen G = (V, E) egy irdnyitatlan grifot jeldl, amelynek n csiicsa
és e éle van. Ezutdn mdr csak egyszer( utakkal és korokkel lesz dolgunk. A tovab-
biakban ezért dton és koron mindig egyszerii utat és kort értiink. Ebben a részben
a minimalis koltségil feszitdfak keresésének problémajat fogjuk targyalni. El8szor
tisztdzzuk az alapfogalmakat.

Definicié (minimdlis koltségti feszit6fa): Legyen G = (V, E) egy Osszefiiged
grdf. A G grdf egy kormentes dsszefiiggd F = (V, E') részgrdfja a grdf egy feszi-
t6faja. Legyen tovdbbd az éleken értelmezve egy ¢ : E — R siilyfiiggvény. Ekkor
a G grdf egy F feszitdfdja minimdlis k6ltségl, ha koltsége (a benne szerepld élek
sitlyainak dsszege) minimdlis G Osszes feszitofdja koziil.

Egy feszit6fa tehdt egy olyan fa, ami a G minden pontjat tartalmazza, és az €lei
a G élei koziil valdk.

A probléma
Adott egy G = (V,E) Osszefiigg irdnyitatlan graf, és az élein értelmezett
c: E — R silyfiiggvény. Hatdrozzuk meg a G egy minimalis koltségd feszits-
fajat.

A feladat természetesen meriil fel olyan helyzetekben, amikor a G egy (u,v)
€le az u és v kozotti kozvetlen kapesolat lehetSségét jelenti, az él silya pedig a
kapcsolat kiépitésének, esetleg mikddtetésének valamiféle koltségét. Egy olyan
€lrendszert keresiink, ami biztositja, hogy barhonnan eljuthatunk barhovd; ezek
koziil pedig a lehetd legkisebb koltségiit szeretnénk megtaldlni (1d. a kovetkezd al-
litdst is). Tudomdsunk szerint a probléma elsé érdemi megoldésat Otakar Bordvka
brnéi professzor kozolte 1926-ban. A kérdéssel Morvaorszdg nyugati részének a
villamositdsa kapesin taldlkozott: adott helyeket 6sszekotd minimadlis dsszhosszu-
sdgi vezetékrendszert kellett terveznie.

Mielétt az algoritmusok taglaldsdba fognank, &sszefoglalunk néhany fakkal
kapcsolatos egyszerd tényt.
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Allitas:

1. Minden legaldbb kétponni fiaban van olvan csics, amibdl csak egy él megy ki
(elsofokii csiics).

2. Bdrmely osszefiiggd grdf tartalmaz feszitofir.

3. Egy n-pontii dsszefiiggd grdf akkor és csak akkor fa, han — 1 éle van.

4. Egy fa bdrmely két pontja kozott pontosan egy iit vezet.

5. Legyen G egy siilyozott élif dsszefiiggd grdaf. F egy minimdlis koliségii feszité.
fdja. Legyen g = (u,v) a G-nek egy olyan éle, ami nem éle F-nek, és tegyiik fel,
hogy az F-beli u-bol v-be vezetd iiton van olyan g' él, amelyre c(g) < ¢(g'). Ekkor
az F-bél a g hozzdvételével és a g' elhagydsdval adédé F' grdf is egy minimdlis
koltségii feszitofa G-ben.

Bizonyitas: 1. A DAG-ok topologikus rendezhet8ségérd! szol6 tétel otlete miiko-
dik itt is. Lépkedjiink a fa élei mentén, ligyelve arra, hogy ne hasznaljuk kétszer
egymads utdn ugyanazt az élet. A kormentesség miatt nem érhetiink vissza kordb-
ban mar ldtott pontba. Igy lesz olyan csiics, amib&l nem tudunk tovdbblépni. Ez
egy els6foki cstics.

2. Ha a grifban van legalabb 3 pontd egyszerd kor, akkor hagyjuk el ennek
egy (u,v) élét. A grif ezutdn is 6sszefliggd marad; u-bdl v tovdbbra is elérhetd a
korbeli keriil§ dton. Ezt ismételgetve végiil kdrmentes Ssszefliggd grafot, azaz egy
feszitéfat kapunk.

3. El6szor beldtjuk, hogy egy n-ponti fanak n — 1 éle van. Ugyanis ha a fabol
torliink egy elséfoku csicsot a hozzi csatlakozé éllel egyiitt, akkor egy n— 1-pontd
fat kapunk. Ebbdl is térslhetiink egy ilyen 16g6 élet. Ezt ismételve n — 1 I€pés utan
az élek elfogynak, hiszen csak egy csiics marad.

Forditva: legyen F egy n-pontd, n — 1-é1(i dsszefiiggd graf. Legyen F' ennek
egy feszitéfaja (ldsd 2.). Az el8zbleg igazolt dllitds szerint F'-nek is n — 1 éle van,
amibdl F = F'.

4. Tegyiik fel, hogy az u pontbdl az u' pontba két ut vezet. Legyen f = (v, w)
az egyik 1it olyan éle, ami nincs a mdsik dton. Nyilvanvalé ekkor, hogy f nélkiil
is eljuthatunk v-b6l w-be, vagyis a graf az f torlése utan is 6sszefiiggd marad. Ez
pedig 3. szerint képtelenség; egy fa az egyik élének a torlése utdn nem maradhat
Osszefiiggt.

5. Az F U {g} grafban van olyan kor, amelynek g’ éle. A g’ torlésével kapott
F' gréf tehdt dsszefiiggd marad. A csticsainak szdma ugyanannyi, mint -6, igy
3. szerint egy feszitSfdja G-nek. Végezetiil pedig nyugtizzuk, hogy F' koltsége
nem lehet nagyobb, mint az F' koltsége, hiszen az elobbi az utébbibdl a nem pozitiv
c(g) — c(g'") mennyiség hozzdadasdval kaphaté meg. O
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A piros-kék algoritmus

2 2

A minimélis feszitdfak keresésére valé algoritmusok legtbbje egy t&r6l szarmaz-
tathaté. E médszerek kozos vondsa, hogy valamilyen mddon sorra nézik a G éleit;
bizonyosakat bevesznek a végiil kialakulé minimdlis feszitSfaba, masokat pedig
eldobnak. A médszerek miikddését érdemes dgy szemlélni, hogy szinezziik a G
éleit*. Két szint haszndlunk: a kék élek belekeriilnek a végeredményt jelentd mini-
madlis feszitdfaba, a pirosak pedig nem. Az €lek festegetése soran tigyelni fogunk
arta, hogy az eddig kialakult (részleges) szinezés mindig takaros legyen.

Definicié (takaros szinezés): Tekintsiik a siilyozott élii G grdf éleinek egy rész-
leges szinezését, melynél bdrmely él piros, kék vagy szintelen lehet. Ez a szinezés
takaros, ha van G-nek olyan minimdlis koltségii feszitbfdja, ami az ésszes kék élet
tartalmazza, és egyetlen piros élet sem tartalmaz.

A szinezés sordn két szabdlyt haszndlunk. Ez annyit tesz, hogy egy élet csak
akkor festiink be, ha a szabdlyok egyike alkalmazhaté.

KEK SZABALY:  Vilasszunk ki egy olyan ) # X C V csticshalmazt,
amib6l nem vezet ki kék él. Ezutin egy legkisebb siilyu
X-b6l kimend szinezetlen élet fessiink kékre.

PIROS SZABALY: Vilasszunk G-ben egy olyan egyszert kort, amiben nincs
piros €l. A kor egyik legnagyobb silyd szintelen €lét
fessiik pirosra.

Kezdetben G-nek nincs szines éle. Ebb6! a helyzetbdl indulva a két szabalyt
tetsz8leges sorrendben és helyeken alkalmazzuk, amig csak lehetséges. Nevezziik
ezt a nagyvonalii algoritmust piros-kék algoritmusnak. Elsé latasra talin meglepd,
hogy mindenképpen célt ériink, fiiggetientil attdl, hogy milyen sorrendben szinez-
ziik az éleket. Ezt fejezi ki a kovetkezd két dllitds:

Tétel: A piros-kék eljdrds mitkodése sordn mindig takaros szinezésiink van. Ezen
feliil a szinezéssel sosem akadunk el: végiil G minden éle szines lesz.

Bizonyitas: El§szor belatjuk, hogy a szinezés mindig takaros. Ez kezdetben, ami-
kor még minden €l szintelen, nyilvan teljesiil. Tegyiik fel mdrmost, hogy egy ta-
karos szinezésiink van. Legyen F a G egy olyan minimdlis koltségdi feszit6fdja,
amely minden kék élet tartalmaz, és egyetlen pirosat sem. Tegyiik fel tovabba,

‘Az algoritmusoknak ezt az interpretdci6jat Robert E. Tarjan javasolta.
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hogy ebben a helyzetben a graf f élét festjiik be. Két eset van aszerint, hogy me-
lyik szabalyt hasznaljuk:

(a) A kék szabdlyt haszndljuk. Ekkor f nyilvan kék lesz. Ha f éle F-nek, akkor F
maga mutatja, hogy a szinezés takaros marad. Ha f nem éle F'-nek, akkor nézziik
azt az X C V csdcshalmazt, amire a kék szabdlyt alkalmaztuk. Az F-ben van
olyan it (mert feszitSfa), ami az f két végpontjit osszekoti. Ezen az tton pedig
van olyan f' él, ami kimegy X-bdl, ugyanis f kilép X-bdl. Az F vilasztdsa miatt
f' nem lehet piros. A kék szabdly szerint kék sem lehet, tovabba c(f') > c(f) is
teljesiil. Legyen F' az F-b6l az f' torlésével és az f hozzdaddsdval kapott graf. A
g = fés g = f' vilasztdssal alkalmazhaté az allitds 5. pontja. Eszerint F' egy
minimalis feszit6fa. Az F' mutatja, hogy az f befestése utdni szinezés is takaros.

(b) A piros szabdlyt haszndljuk. Ekkor f piros lesz. Ha f nem éle F-nek, akkor
F tandsitja a b&vebb szinezés takarossdgdt is. Ha f € F', akkor az f torlésével az
F két komponensre esik. Pillantsunk most arra a korre, amelyre a piros szabdlyt
alkalmaztuk. Ennek van olyan f' # f éle, ami a két komponens kozott fut. A régi
szinezés takarossdga és a piros szabaly miatt az f' szintelen és ¢(f') < ¢(f). Az
1! végpontjait dsszekotd F-beli dt tartalmazza az f élet. Az 5. ismét alkalmazhatd
(g =1f'.g = f)az F-be f helyett f'-t véve a kapott F’ egy minimdlis koltségi
feszitfa lesz, ami szavatolja, hogy az \j szinezés is takaros.

Nézziik a mdsodik allitast: tegyiik fel, hogy van még egy f szintelen €él. A
szinezés takarossdga miatt a kék élek egy erddt alkotnak. Ennek az erd6nek az
Osszefliggd komponenseit a tovdbbiakban kék faknak fogjuk nevezni. Ha f vég-
pontjai ugyanabban a kék faban vannak, akkor a piros szabdly alkalmazhaté arra
korre, aminek az €lei f €s az f végpontjait dsszekdtd (egyetlen) kék it élei. Ha f
kiilonboz6 kék fakat kot ossze, akkor pedig a kék szabdly mikodik; X legyen az
egyik olyan fa csicshalmaza, amihez f csatlakozik. (Ez utébbi esetben nem biztos,
hogy f fog szint kapni a kbvetkez6 1épésben.) A szinezés tehdt folytathaté. O

Kovetkezmény: Ha a piros-kék algoritmussal befestjiik az osszefiiggd G =
(V, E) grdf minden élér, akkor a kék élek egy minimdlis koltségii feszitdfa élei. 561,
ez mdr akkor is igaz, amikor van |V | — 1 kék éliink (és esetleg van még szinezetlen

él).

Bizonyitas: Az els6 allitds azonnal kovetkezik abbdl, hogy a végs6 szinezés is
takaros. A mésodik pedig az els6bdl: végiil sszesen |V| — 1 kék él lesz. Ha mar
van ennyi, akkor tobb nem keletkezhet. O

A piros-kék algoritmus tanulsdga, hogy barhol és barmikor is alkalmazzuk
sorra a két szabdlyt, végiil mindenképpen egy minimadlis koltségii feszit6fat ka-
punk. A recept helyessége szempontjibdl tehdt kzombos a sorrend. Mint késébb
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latni fogjuk, a hatékonysdg szempontjdbdl viszont nem. A kdvetkez$ nevezetes
algoritmusok a piros-kék mdédszer pontositott viltozatainak tekinthetdk.

PRIM MODSZERE: Legyen s a G egy rogzitett csticsa. Minden egyes szi-
nezd 1épéssel az s-et tartalmazd F' kék fat bovitjiik. Kezdetben az F' csics-
halmaza {s}, végiil pedig az egész V. A kovetkezd kék élnek az egyik
legkisebb stlyu élet valasztjuk azok koziil, amelyek F-beli pontbdl F-en
kiviili pontba mennek.

KRUSKAL MODSZERE: A kovetkez$ befestends f él legyen mindig a
legkisebb siilyt szintelen él. Ha az f két végpontja ugyanazon kék faban
van, akkor az él legyen piros, kiilonben pedig kék.

Prim algoritmusa minden épésben a kék szabdlyt haszndlja; X -nek vélaszthaté az
F csdcshalmaza. A Kruskal-médszer a piros szabaly szerint szinez, amikor f-et
pirosra festi. A szabdly arra az egyszer( korre alkalmazhat6, aminek az élei f és a
két végpontjat 6sszekoté kék 1t élei. Ha pedig f az Fy és F kék fakat koti ossze,
akkor X-et az Fj csidcshalmazdnak vdlasztva teljesiilnek a kék szabdlyban fog-
lalt feltételek. Az el6zbek szerint mindkét médszer végiil egy minimalis koltségii
feszitofat ad.

Valamivel bonyolultabb stratégiit kovet a Borivka-mddszer, aminek a miko-
dése menetekre oszthatd. Egy menetben tobb élet valasztunk ki, és azok minde-
gyikét kékre szinezziik. Az egyszerliség kedvéért itt tegyiik fel, hogy G-nek nincs
két egyforma stilyu éle.

BORUVKA MODSZERE: Minden egyes kék fihoz vilasszuk ki a legkisebb
stilyu belSle kimend (szintelen) élet. Szinezziik kékre a kivalasztott éleket.

Egy élet két fahoz is kivdlaszthatunk; természetesen ekkor is csak egyszer kell
kékre festeni. Ez a médszer is a piros-kék algoritmus specializalt valtozta. Tegytik
fel ugyanis, hogy az algoritmus valamelyik menetében az fi, fo, ..., fi éleket va-
lasztotta ki. A szdmozis esetleges megviltoztatdsa drdn feltehetjiik, hogy az éleket
sily szerint novekvGen frtuk fel, azaz ¢(f1) < c(f2) < -+ < ¢(fx). Jeloljon
tovdbbd F; egy olyan kék fat, amihez f;-t vdlasztottuk, és legyen X; az F; cstics-
halmaza. A Borivka-médszer menete, amely az f; €éleket kékre festi, dgy tekint-

hetd, hogy az X; (i = 1,2,...,k) halmazokra sorra alkalmazzuk a kék szabdlyt.
Annyit kell csak észrevenni, hogy az fi, fa,. .., fi-1 élek egyikének sincs pontja

X;-ben, ellenkezs esetben ugyanis nem az f;-t vélasztottuk volna F-hez. Az f; €l
szinezése elStt X;-bSl nem megy ki kék €l, igy a kék szabdly szerint f; befesthetd.

A mdédszer hatékonyan parhuzamosithaté. Egy menetben az €lek kivalasztasa
€s szinezése parhuzamosan végezhets. A menetek szdma pedig igen kedvezd kor-
lat alatt marad.
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Feladat: Mutassuk meg, hogy a Borivka-médszer meneteinek szdma legfeljebb
log, n; ennyi menet utdn mar csak egy kék fa létezhet.

Az eléz6ekben bemutattuk harom fontos feszitGfa-algoritmus 1ényegi 1épéseit.
A modszerek helyessége kovetkezik abbdl, hogy mindegyik a piros-kék algoritmus
specidlis esete. Ezatdn a Prim- és a Kruskal-algoritmusok hatékony megvalGsits-
sdval foglalkozunk. Itt az adatszerkezetek jdtsszdk a fGszerepet.

6.6.1. Prim modszere

Legyen G = (V, E) egy Osszefiiggd graf, ¢ : £ — R az élein értelmezett sily-
fiiggvény, és V = {1,...,n}. R. C. Prim mddszere egy mohé algoritmus, ami
a piros-kék médszer részletesen kidolgozott vdltozatdnak tekinthets. Az s = 1
cstcsbdl indulva a kék szabdly alkalmazasdval 1épésrGl 1épésre bovitgetjiik az s-et
tartalmazd kék fat. A kék éleket az F halmazban tdroljuk. Végiil F' egy minimadlis
koltségli feszitSfa éleit tartalmazza. A kék élek kivdlasztdsdhoz hasznos lesz még
egy U viltozo6, ami az aktudlis kék fa cstcsait tartalmazza. Kezdetben U csak az
1-es csiicsbdl dll. A kék szabdly alkalmazdsa gy torténik, hogy kivélasztjuk azon
élek koziil a legkisebb koltséglit, melyek egyik végpontja U-beli, a mésik pedig
V \ U-beli. Vagyis mondhatjuk, hogy az U-hoz legkdzelebbi , kiils6" cstcsot je-
161jiik ki. Ezt a csticsot U-ba, a kivdlasztott élet pedig a fokozatosan novekvé kék
faba tessziik.

procedure Prim (G: grif; var F': élek halmaza),
var
U csiicsok halmaza;
u, v csucsok;

begin
F =0
U:={1}
while U # V do begin
(*) legyen (u, v) egy legkisebb silyt olyan €I,
melyreu € Uésv € V\U;
F:=FU{(u,v)};
U:=UuU{v}
end
end

A Prim-algoritmus helyessége, vagyis hogy végiil F' a G graf egy minimalis
koltségi feszitdfdjadnak éleit tartalmazza, kovetkezik a piros-kék algoritmus ha-
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sonlé tulajdonsdgdbdl. A kdvetkezd rajzon egy silyozott €18 irdnyitatlan graf 14t-
haté. Az egyetlen minimalis koltségii feszit6fdjanak az éleit megvastagitotruk.

(%) 8 (271

U1 V6

vz 4 g

Ha Prim moédszerével a vy cstcestdl indulunk, akkor a pontok a
vi, vy, Vs, V4, U3, Vg sorrendben keriilnek be az U halmazba. Ennek megfelelGen F-
be elGszor a (vq, ve) élet vesszik, amit (v, vs), (vs, va), (v, vs) és végiil (vs, ve)
kévet.

Ezutdn a Prim-algoritmus megvaldsitisanak finomabb részleteivel foglalko-
zunk.

Naiv implementéci6:

Tegyiik fel, hogy a grif az élsilyokat tartalmazé C adjacencia—mz’ltrixa’wal5 adott.
A (x) sor megvaldsitdsdhoz minden 1épésben ki kell tudjuk vdlasztani az épp ak-
tudlis U és V' \ U halmazok kozt futé legkisebb sulyi élek egyikét. Az sszes €l
megvizsgalasa nyilvan nagyon sok id6t venne igénybe. Ezért minden V' \ U-beli
csticshoz taroljuk, hogy milyen messze van az U halmaztél, vagyis a belSle az U
halmazba futé élek koziil egy minimalisnak a sulydt. Tartsuk még nyilvan ezen
€lek U-beli végpontjdt is. Erre szolgdl a kovetkezd két tomb:

KOZELJi] = * hai €U

il = egy az i-hez legkdzelebbi U-beli cstics  hai € VAU

. haielU
MIN 1= {7 »

SULYI] { Cli,j) haKOZEL[i] = j #

A kovetkezd kék él az (i, KOZEL[i]) élek koziil keriil majd ki. Ezért ezeket
az €leket kékes éleknek nevezziik. Kezdetben U = {1}. Ennek megfeleléen a
kezdGértékek:

*Mint ahogy a Dijkstra-algoritmusnal, itt is feltesszik, hogy C[i,j] = oo, ha (4,7) nem éle
G-nek. ‘
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" . * hai=1
KOZEL[:] = { 1 hai#1

* hai =1
Cli,1] hai#1

Ezek utan a (*) sor teendGit igy valésithatjuk meg:

MINSULY[i] := {

o A kovetkezd kék él kivdlaszidsa: megkeressik a MINS(JLY{ ] tomb mi-
nimumat, vagyis a legrovidebb kékes él hosszat. Mondjuk ez legyen k-
ndl. A minimumkeresés koltsége: O(n) elemi 1épés. Nyilvdnvald, hogy a
V \ U-beli csicsok kozil k egyike az U-hoz legkozelebbieknek. Tehét az
(u,v) él lehet a (KOZEL[K], k) él; ezt fogjuk F-be tenni, k-t pedig U-ba.
Ennek megfeleléen a két tomb k-hoz tartozd értékét x-ra kell dllitanunk:
MINSULY[k] := KOZEL[k] := *. E teendk idSigénye O(1)).

o A két tomb felfrissitése: (Erre azért van sziikség, mert az U halmaz béviilt
k-val. Igy elképzelhetd, hogy valamely V \ U-beli csiicshoz tartozé tom-
bértékeket meg kell valtoztatni, mert a csdcs kozelebb van k-hoz, mint bar-
mely régi U-beli csicshoz.) Ehhez a C[k,i] és a MINSULY(:] értékeket
(i € V\ U) kell osszevetni. Ez O(n) koltséggel megtehets a kovetkezd
kédrészlet végrehajtisdaval (minden ¢ € V' \ U pontra):

if KOZEL[i] # * and C[k, 4] < MINSULY[:] then begin
KOZEL[i] := k;
MINSULY[i] := C[k, ]

end

Mindent egybevetve, a while-ciklus belsejének végrehajtisa O(n) id6t tesz ki. Mi-
vel a ciklus n-szer fut le, az algoritmus §sszidigénye naiv implementdcié esetén

O(n?).

Kupacos-éllistas implementacié:

Ha a grifunk viszonylag ritka, vagyis az élek szdma jéval kevesebb, mint n?, ak-
kor érdemes éllistdt haszndlni a graf tdroldsdra, és az algoritmust a kovetkez8képp
megvaldsitant.

A while-ciklus magjanak minden egyes lefutdsakor azon élek koziil kell a mi-
nimalis silyut kivdlasztanunk, melyek egyik végpontja U-ban, a masik V' \ U-ban
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van. Az U halmaz b&vitése utdn lesznek tjabb ilyen tulajdonsigu élek, ezeket
hozza kell venni a tobbihez (nem torédiink az esetleg ottmaradé most mar U-n
peliili élekkel). Vagyis MINTOR és BESZUR miiveleteket kell hatékonyan imp-
lementdlnunk, amihez a kupac adatszerkezet lesz segitségiinkre. Tehat épitsiink és
tartsunk fenn kupacot az U és V\ U kozti élekbS! (rendezés €lsuly szerint). Ez kez-
detben csak az 1-es csticsbdl kiindulé éleket tartalmazza. Ezek utdn a ciklus belse-
jében az (u,v) él kivdlasztdsa néhdny MINTOR miivelettel megvaldsithatd. Azért
néhdnnyal és nem feltétleniil eggyel, mert nem foglalkozunk kiilon azoknak az
¢leknek a kupacbdl valé torlésével, melyeknek egy cstics hozzavétele utdn mind-
két végpontja U-beli lesz. Izy a MINTOR eredményeképp kaphatunk ilyen élet is.
Ilyenkor tjabb MINTOR-rel prébalkozunk, mig nem talilunk U-bél kimend élet.
A kovetkez6 kék €l meghatdrozdsa utdn BESZUR miiveletekkel hozzavessziik a
kupachoz a kivélasztott v csticsbol a V' \ U halmazba mené éleket.

A kupac mérete sosem haladja meg e-t. Ezért a kezdeti kupacépités legfeljebb
O(e), az egyes miiveletek végrehajtisa pedig O(loge) iddt vesz igénybe. Ossze-
sen kevesebb, mint e darab BESZUR és legfeljebb e darab MINTOR miiveletet
végziink. Tehdt az algoritmus koltsége itt O(elog e). Mint ahogy azt megjegyez-
tiik, a kupacos-éllistas implementdciot kevés élet tartalmazé grafoknal érdemes
haszndlni.

Johnson modszere:

A kovetkezs — D. B, Johnsontdl szdrmazé — elképesztSen erdteljes implementdcid
merit a két el6z6 megkozelités gondolataibdl. Nyilvantartjuk egyrészt a kékes €le-
ket, mint ahogy azt a naiv implementdcional tettiik; médsrészt kupacot haszndlunk
a minimum kivédlasztasira. A j € V \ U csicshoz tdroljuk egy bel6le kiindul6
kékes €l adatait. Erre a célra egy c(i,7) |szerkezetd celldt dllitunk dssze.
Itt i egy a j-hez legkozelebbi U-beli cstics, a ¢(z, j) pedig az (7, 7) kékes €l silya.
A celldkat a c-érték mint kulcs szerint d-kupacban tartjuk. El6szor csak az 1-es
csiicsbol kimend élek végpontjainak celldi lesznek a kupacban. Kezdetben tehdt a
kupaca| j | 1] ¢(1,;) |alakd cellakbdl 4ll, ahol (1, 5) éle G-nek.

A kupac Iétrehozasdnak (kupacépités) a koltsége O(n). A Prim-algoritmus ()
sordban a kékre festendd (u,v) él meghatdrozasa egy MINTOR-rel megtehetd.
Ezutdn — a naiv véltozathoz hasonléan — gondoskodnunk kell a kékes élek hal-
mazanak a frissitésérél. Ehhez meg kell vizsgdlnunk a v éllistdjan szerepld (v, w)
€leket. (Itt v az U halmazba éppen bekertilt csics, ezért a belle kimend €lek szoba
J6hetnek mint kékes élek.) Ha most w € U, akkor nincs tovébbi teendénk ezzel az
€llel. Ha w ¢ U, akkor két eset lehetséges. Elgfordulhat egyfelsl, hogy w-bl ed-
dig nem ment él U-ba. Ekkor (v, w) nyilvin egy kékes €l lesz. Ennek megfelelGen
egy BESZUR miivelettel a| w | v | e(v, w) |celldt a kupacba tessziik. Masfeldl




160 6. GRAFALGORITMUSOK

az is lehetséges, hogy w-b8l mar megy ki kékes él, de a (v, w) él ennél révidebb.
Ezt onnan ldtguk, hogy a w celldja a kupacban van, és a benne lev sily nagyobb,
mint c(v, w). Ekkor a celldt dtirjuk, aminek az eredménye c(v,w) |lesz.
A mddositott celldban a kulcs értéke csokkent, tehdt egy FOGYASZT segitségével
illeszthetjiik vissza a kupacba. Ezek a mddositdsok a G éleihez kothetSk. Egy él
kapcsdn legfeljebb egyszer médositunk; mégpedig akkor, amikor egyik végpontja
éppen bekerlil U-ba, €s a mésik nincs U-ban. A fogyasztasok szdma tehit legfel-
jebb e. A beszirdsok szama pedig legfeljebb n — 1, hiszen egy cstcs celldja legfel-
jebb egyszer keriil a kupacba. Figyelembe véve, hogy a kupacban legfeljebb n — 1
cella van, a miiveletek koltsége osszesen O(n + ndlogyn + nlogyn + elogyn).
Az els6 tag a kupacépités, a masodik az n— 1 darab MINTOR, a harmadik a beszu-
rasok, az utolsé pedig a fogyasztisok lépésszama. A formula hasonlit a Dijkstra-
modszer d-kupacos viltozatdnak elemzésénél kapott kifejezéshez. Hasonld a k-
vetkeztetés is, amit levonhatunk bel&le. Tegyiik fel, hogy G nem til ritka, mond-
juk n1® < e. Legyen ekkor d = [e/n]. Nyilvdnvalé, hogy d > \/n, amib8l
log,n < 2. Ezt figyelembe véve

O(n + ndloggn+ nlogyn +elogyn) = On+nd+n-+e)
= O(n+n-e/n+n-+e)=0(e).

Viszonylag stril grafok esetén tehdt a kupacmiiveletek 6sszkdltségére linedris kor-
latot kaptunk.

Maradt még egy elvarratlan szdl. A w csiccsal a keziinkben gyorsan el kell
tudnunk donteni, hogy az mar/még a kupacban van-e; ha igen, akkor meg kell ta-
ldIni a celldjit. Ezt egy MERRE[2 : n] tomb segitségével egyszerlien megtehetjiik.
Legyen MERRE[w] = oo, ha w celldja még nincs a kupacban, és legyen x, ha
w mér U-ba keriilt. Ha pedig a w celldja a kupacban van, akkor MERRE[w] le-
gyen egy mutaté erre a celldra. A tomb segitségével a w-vel kapcsolatos dontés
konstans idében meghozhaté. A tomb karbantartdsihoz sziikkséges munka Ofe).
Ez azért igaz, mert egy kupacmivelet utdn dllandé mennyiségli munkdval aktua-
lizdlhat6 a tomb; a kupacmiveletek szdma pedig O(e). A Johnson-implementdcid
tehdt linedris kiltségi, ha G viszonylag siirii (n1® < e) gréf.

6.6.2. Kruskal modszere

Legyen tovdbbra is G = (V, E) egy Osszefiiggd grif, ¢ : E — R az élein értel-
mezett siilyfiiggvény, és V = {1, ..., n}. Kruskal algoritmusa, mely G egy mini-
miilis koltségl feszitSfajat konstrudlja meg, szintén egyfajta mohd stratégiat kovet.
Mig Prim mdédszerénél egyetlen kék fat novesztettiink, itt t6bb helyen kezdjiik el
épitgetni, és kapcsoljuk fokozatosan 6ssze a még diszjunkt darabokat. A piros éle-

P

ket figyelmen kiviil hagyva elmondhatjuk, hogy a kék élek F halmazit bovitjiik a
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legkisebb sulyu olyan é€llel, amely az eddig kivélasztott élekkel egyiitt nem alkot
kort. Nyilvédn egy ilyen él két diszjunkt kék fat kot ossze. A kiindulé helyzetben
n egypontt fank van. Minden Iépésben a legkisebb silyu, kort nem okozé él hoz-
zavételével a kék komponensek szdma eggyel csckken. fgy n — 1 €l kivdlasztdsa
utan egyetlen kék fa lesz, nevezetesen G egy minimilis koltségi feszit6fdja. Nagy
vonalakban ez igy irhaté le (H kezdetben a graf dsszes éleinek halmaza):

procedure Kruskal (G: grdf; var F, H: élek halmaza);
begin
F:.=0,H:=F,
while H # () do begin
Toroljik a H minimadlis silyd (v, w) élét.
Ha F U {(v, w) }-ben nincs koér
(azaz a v, w pontok kiilonbozd kék fakban vannak), akkor
F:=FU{(v,w)}
end
end

Ha tehdt a (v, w) él kort eredményez, akkor eldobjuk (piros él), ha pedig nem,
akkor bevessziik a feszit6fa (kék) élei kozé. Mint kordbban lattuk, a Kruskal-
médszer is a piros-kék algoritmus egy valtozata. Ervényes tehat a kovetkezd:

Allitas: A Kruskal-algoritmus eredményeként végiil F a G grdf egy minimdlis
koltségii feszitdfdjdnak éleit tartalmazza. 0

Az el6z6 példa grafjara alkalmazva a Kruskal-algoritmus el&szor a (vg, vs) €8
a (v4,v5) éleket vdlasztja valamilyen sorrendben; utdna a minimdlis feszitfa 2
stlyi élei jonnek és végiil a (vs, vg) él.

Ezutan itt is a hatékony implementdcié részleteinek kimunkéldsaval foglalko-
zunk. Feltessziik, hogy G éllistdval adott. A minimdlis élek Kivélasztasdra az egyik
lehetséges megoldis, hogy a G éleibdl siily szerint kupacot épitiink (koltség O(e)).
Ez esetben a minimdlis sdlyd él kivdlasztdsa, és a kupac-tulajdonsdg helyredllitisa
O(log e) id6be keriil. Ha tehdt H -t kupacként val6sitjuk meg, akkor a vele kapcso-
latos gsszkoltség O(eloge) lesz (kupacépités és legfeljebb e MINTOR). Ugyan-
ebben a nagysdgrendben maradunk, ha az éleket elGzetesen rendezziik sily szerint,
€s az eredményiil kapott rendezett lista lesz a H.

Mar csak egy fontos kérdés maradt hdtra: hatékony megoldas kellene annak az
eldontésére, hogy a kivdlasztott (v, w) él az F eddigi éleivel kort alkot-e. E dontés
eredményéts] fiiggben lesz az €l piros vagy kék. Tartsuk nyilvdn az aktudlisan egy
kék fiba tartozé csticsokat mint halmazokat. Kétféle miveletre lesz sziikségiink.
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Amikor a két kiilonbsz8 fat 6sszekots élet hozzavessziik F-hez (vagyis kékre szi-
nezziik), akkor a megfelelS két halmaz uniéjat kel képezniink, hiszen ezekbé! igy
egyetlen Osszefiiggd komponens lesz. Ahhoz pedig, hogy eldontsiik egy €lrél, hogy
két kiilonbozd kék fat kot-e Ossze, az egyes végpontokrol meg kell tudnunk mon-
dani, hogy melyik halmazban vannak. Ezen miiveletek hatékony megvalositasat
szolgdlja a kdvetkezs adatszerkezet.

6.6.3. Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet

Legyen adott egy véges S halmaz. Ennek egy felosztasdt — szakszdval: particiojdt —
szeretnénk tdroini. Emlékeztet&iil: a nem tires Uy, ..., Uy C S halmazok az S egy
particidjat alkotjdk, ha UleUi = S ési # jesetén U; NU; = 0. Az U; halmazok
tehdt hézagtalanul és egyrétlien lefedik S-et. Két miiveletiink van. Egy « € §
esetén meg kell tudnunk mondani, hogy az = melyik U; részhalmazba esik. A
masik mivelet a particié két osztdlydnak az egyesitése. Valamivel formalisabban:

Adott egy n elem( S halmaz, és ennek bizonyos Uy, . . ., Up, részhalmazai,
melyekre U NU; =0 (i # j) é Uy U ... UUn = S (vagyis az Uj
részhalmazok S egy particidjat adjdk).

Miiveletek:

UNIO(U;, U;) = ({Uh, ..., U} U{U; UU; D\ {U;, U;} (az U;, U hal-
mazokat U; U U; helyettesiti).

HOLVAN(v) eredménye (itt v € S) annak az U; halmaznak a neve, amely-
nek v eleme.

Egy UNIO hatdsara a felosztis durvdbb lesz, minthogy eggyel csokken a kompo-
nensek szdma. Az UNIO-HOLVAN adatszerkezet nevezetes alkalmazdsaindl tSbb
UNIO és HOLVAN miiveletbd] 4116 1épéssor végrehajtisdra van szitkség abbdl a
kezdohelyzethdl indulva, amelyben mindegyik U; egyelemii. Mi is éliink ezzel 4
feltevéssel.

Kruskal algoritmusdban tényleg valami ilyesmire van sziikség: legyen ugyanis
S = V(G), az U; halmazok pedig az F dltal meghatdrozott kék graf fdinak
a csuicshalmazai. Az éppen vizsgdlt (v, w) €l az F-hez adva pontosan akkor
nem eredményez kort, ha a végpontok kiilonb6z6 komponensben vannak, azaz
HOLVAN(v) # HOLVAN(w). A kérmentesség tehit két HOLVAN kérdéssel el-
lenGrizhetd. Miutan a (v, w) élet F-be tettiik, egyesiteniink kell a v-t és a w-t
tartalmaz kék fakat. Ezt egy UNIO miivelettel érhetjiik el. Az induld feltétel is
teljesiil, ugyanis kezdetben n darab egypontu fank van.

Célunk tehdt az UNIO és a HOLVAN miveletek hatékony implementaldsa.
A legegyszertibb tt, ha felvesziink egy n hosszi t6mbot, €s S minden eleméhez
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taroljuk, hogy aktudlisan melyik részhalmazban van. Ekkor egy HOLVAN vég-
rehajtdsa O(1), egy UNIO pedig n-nel ardnyos id6t vesz igénybe. Az el6bbinél
a tomb egy elemét kell lekérdezniink, az utébbindl pedig végig kell menniink a
tombon, és a megfeleld két halmaznevet azonosra viltoztatnunk. Ennél azonban
1étezik 1ényegesen hatékonyabb megoldds is.

Implementacié fakkal

Egy U; részhalmaznak egy gyokeres, felfel€ irdnyitott fa felel meg. U; elemeit a
fa csticsaiban troljuk, egy sziildmutatéval egyiitt (ami egy nullértéket tartalmaz a
gyokérél). Egy részhalmaz neve legyen az 6t dbrazold fa gydkere. A gydkérben
nyilvintartjuk még a fa méretét is. Van tovdbbd egy S elemeivel indexelt tombiink.
Ennek a v index{ (v € 5) eleme egy mutaté a v fabeli el6forduldsdra. A miiveletek
megvalbsitdsa: ‘

e UNIO: U; U U; fajdt a kovetkezOképpen készitjiik el:

Tegyiik fel, hogy |U;| < |U;|. Ekkor az U; fa z gytkeréhez gyermekkent
hozzdkapcsoljuk U; gyokerét.

M

e HOLVAN: A v € S elemet tartalmazé részhalmaz nevét, azaz a megfeleld
fa gyokerét a sziilskhéz mend mutatok végigkovetésével taldlhatjuk meg.

[_Io ]
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Tegyiik fel, hogy az UNIO hivdsakor az U; és U; halmazok a gydkeriikkel adot-
tak (ez a feltevés valds a Kruskal-médszernél). Az UNIO koltsége ekkor nyilvan
O(1), hiszen a gyokereknél adminisztriljuk az egyes fik méretét, és csak a kiseb-
bik fa gydkerének sziilémutatdjat kell atdllitanunk. Vegyiik észre, hogy amikor egy
© v cstics 4) gyokér ald keriil, akkor egy szinttel lesz tavolabb a gyokértsl, mig az
fdjanak a mérete legaldbb az eredeti dupldjdra valtozik. Ezért egy csics legfeljebb
log, n-szer keriilhet dj gydkér ald, igy a szintszima® legfeljebb logy n lehet. Eb-
b6l addédik, hogy a HOLVAN koltsége O(logn). Ha nem vigyédztunk volna, hogy
mindig a kisebb fat kapcsoljuk a nagyobbhoz, akkor a fa mélységére nem tudnink
ilyen korladtot adni; a HOLVAN ké&ltsége akdr n-nel ardnyos is lehetne. Vegyiik
észre azt is, hogy ebben az elemzésben hasznéltuk a kezdeti particiéval kapcsola-
tos feltételezést.

Kruskal algoritmusdban egy €1 mindkét végpontjardl egyszer kérdezziik le,
hogy melyik komponensben van. Osszesen n — 1 élet vilasztunk be a feszité-
faba. Ez tehat 2¢ HOLVAN, és n — 1 UNIO miiveletet jelent. Ezek idGigénye
O(elogn 4+ n) = O(elogn), vagy ami ugyanaz: O(e log e). Ebbe belefér a kiin-
duldsi helyzetet jelentd n egyponti fa kialakitdsdnak az O(n) koltsége is. Ugyan-
csak O(elog e) az Osszkoltsége a minimdlis sulyd élek kivdlasztdsaval kapcsolatos
munkdknak, akdr kupacot haszndlunk, akdr el6zetesen rendezziik az éleket.

Kovetkezmény: A Kruskal-algoritmus koltsége O(eloge). O

Az UNIO-HOLVAN adatszerkezetet eddig jérészt afféle ,,individualista” szemlé-
lettel néztiik, amennyiben az egyes miveletek egyetlen végrehajtasdnak az idejére
adédé korldtokkal foglalkoztunk. Valdjaban az érdekes alkalmazasokndl nem egy,
hanem egy egész sor UNIO-t és HOLVAN-t kell végrehajtanunk. Ilyenkor érdemes
lehet a hosszabb miiveletsorok idejét javitani. Az elgondolds hasonlit az S-faknal
€s az onszervezd tabldkndl latottakhoz: amikor egy HOLVAN kérdést megvdlaszo-
lunk, akkor némi tovabbi munkdval igazitunk az éppen elért fa alakjan azt remélve,
hogy ez a befektetés késébb megtériil. Ebben nem is csalatkozunk.

A HOLVAN gyorsitisa: atésszenyomas

Az UNIO és a HOLVAN miiveletek koziil az utbbi a koltséges; ennél érdemes ta-
karékoskodni az id6vel. A HOLVAN(v) idGigénye a v-t3l a fdja gyokeréig vive ut
hosszdval ardnyos. Ha tehdt gondoskodunk arrél, hogy az elemek viszonylag kozel
legyenek a gyokérhez, akkor jobb idket kaphatunk. Egy ilyen otlet az iitdssze-
nyomds. Ennek 1ényege, hogy HOLVAN(v) meghivisa esetén v fdjdban a v-tdl a
gyokérhez vezet6 it minden pontjdt kdzvetleniil a gyokér ald csatlakoztatjuk at.

®Bgy cstcs szintszdma a (8le a gyokérig vezetd tton levs élek szama.
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Ezt legegyszeribben tgy tehetjiik meg, hogy még egyszer végigmegyiink ezen az
dton, és atdllitjuk a sziilSmutatékat. fgy egy kis pluszmunkéval javitunk a fa alak-
jan. Az z; csucsok é€s a leszdrmazottaik kozelebb keriilnek a gyokérhez.

gyokér gyokér

1 x2 x3 T4

© Az Gtdsszenyomdst alkalmazé implementdcio idSigényének a becslése megle-
het&sen bonyolult; csak az eredményt ismertetjiik.

Tétel: Legven |S| = n, és tegyiik fel, hogy kezdetben mindegyik U; egyelemil.
Ha egy olyan utasitdssorozatot hajtunk végre (iitisszenyomdssal), melyben n — 1
UNIOésm >n—1 HOLVAN szerepel, akkor ennek az iddigénye O(ma(m)).

A korldtban szerepls a : ZT — Z¥ fiiggvény az inverz Ackermann-fiiggveény.
Az « cirkalmas definiciéjatél eltekintiink. Csak annyit jegyziink meg rola, hogy
a(m) a végtelenhez tart, ha m — co, ezt azonban a képzeletet jécskdn probara
tevs lasstisdggal teszi. Lassabban né példdul, mint a logaritmus k-szori Onmagiba
helyettesitésével adddé loglog - - - log m fiiggvény (k € Z7F tetszbleges). 1gaz to-
vdbba, hogy afm) < 4, ham < 295536 A praktikus méretii feladatokndl tehdt
a(m) allandénak (< 4) tekinthetd.

A Kruskal-algoritmussal kapcsolatos teendSk két csoportba sorolhatok. AZ
egyik csoportot a minimdlis élek vélasztasai jelentik, a mésikat pedig aZ UNIO-
HOLVAN kezelése. Az elsG csoport sszkoltségére O(eloge) korldtot kaptunk.
Gyakran eléfordul azonban, hogy ezek a rendezéssel kapcsolatos teeﬁdék/o(e)
Iépésben is megoldhatok. Ilyen helyzet példdul. amikor az élsilyok kis egészek,
és ezért az élek a radix-médszerrel linedris idSben rendezhetSk. Az is megeshet,
hogy a bemenetben mar eleve rendezetten kapjuk az éleket. Ezekben aZ esetekben
az altalanosnal jobb korldtot nyeriink.

Alkalmazas: Ha az élek rendezésével kapcsolatos teenddk O(e) iddben megold-
haték, akkor a Kruskal-algoritmus O{ea(e)) idében megvaldsithatd.

BiZOnyl’tz'ls: A misodik csoportba tartozé teendSkre alkalmazhatd a tétel: n —’1
UNIO-t és legfeljebb 2e HOLVAN-t hajtunk végre. A feltétel szerint az osszkoltseg
becslésében a domindns tag az e miiveletekre vonatkozé O(ea(e)) lesz. O
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6.6.4. Megjegyzések

1. Az dltalunk szemiigyre vett algoritmusok (Bortivka, Prim €s Kruskal médszerei)
az €lsilyokkal csak Gsszehasonlitdsokat végeznek. Nem vizsgaljak példdul a bitje-
iket, nem adjdk Ossze Sket, stb. Izgalmas nyitott kérdés, hogy van-e az ilyen érte-
lemben 6sszehasonlitds alapd algoritmusok kozott linedris koltségl. Kozel linedris
modszerek 1éteznek. A Boravka-médszernek példaul van O(eloglogn) koltségii
megvaldsitdsa (A. C. Yao, 1975). A linedris idGkorldt elérhetS véletlen vdlaszta-
sokkal (D. R. Karger, P. N. Klein, R. E. Tarjan, 1994). Médszeriik varhatéan O(e)
lépésben taldl egy minimalis koltségii feszitofat.

M. Fredman és D. E. Willard (1990) médszere linedris idejd ugyan, de kulcs-
manipuldcids jellegli, amennyiben az élstlyok bitjeivel is végez szadmitdsokat.

Erdekes kapcsolédé eredmény, hogy ha adott G és annak egy F élhalmaza,
akkor linearis idében eldonthetd, hogy F' minimalis koltségli feszit6fa-e (Komlds
Janos 1985, V. King 1993).

2. A minimalis feszitdfak problémajinak tobb figyelemre mélto rokona és val-
tozata van. Ezekbdl most két feladatban mutatunk mintdt. Az elsd a probléma on-
line véltozatardl szél. Tegytik fel, hogy a G éleit egyesével kapjuk valamilyen sor-
rendben, és szeretnénk gyorsan meghatdrozni az eddig latott élekbdl allé graf egy
minimdlis koltségll feszit6 erdejét (amelynek az Osszefiiggd komponensei ugyan-
azok, mint az eddigi élekbdl ail6 grafnak). Evégbol tegyiik fel, hogy az eddigi élek
kozil mdr kivdlasztottunk egy kék feszits erddt, és jon a kovetkezd f €l. A recept
egyszerid: szinezziik az f élet kékre; ha emiatt kialakul egy kék kor, akkor abbdl
toroljlink egy maximalis sdlyu élet.

Feladat: Mutassuk meg, hogy az el6z5 algoritmus helyes; ha az iires grafbél in-

dulva sorra alkalmazzuk az fi, fo,..., f; élekee, akkor a kék élek halmaza az
f1, fay .-, fi élekbdl dll6 G; graf egy olyan minimdlis koltségli feszité erdeje

lesz, amelynek ugyanannyi 6sszefiiggd komponense van, mint G;-nek. Specidlis
esetként: ha G Osszefliged, akkor végiil — amikor mar G minden €lét lattuk — egy
minimdlis feszitéfat kapunk. (Haszndljunk 7 szerinti indukciét.)

Egy feszitSfa koltségét tigy definidltuk, hogy az a benne szerepl6 élek sulya-
inak az ©sszege. Bizonyos esetekben masféle koltségszamitds is értelmes lehet.
Példaul egy fa koltségeként értelmezhetjiik a legnagyobb silyt élének a siilyat’.
Feladat: Mutassuk meg, hogy a piros-kék algoritmus minimadlis feszitfat ad akkor
is, ha igy értelmezziik egy fa koltségét.

"Ez a koltségfogalom meriil fel, amikor az élsdlyok a csicsok kozoti kapesolatok valamiféle
megbizhatatlansdgdt mérik. A nagyobb silyd ¢l tehdt kevésbé megbizhatd. A minimalis fesz{tSfa
ilyenkor egy olyan 0sszekotletés-rendszert jelent, amiben a leggyengébb lancszem a fehet legmeg-
bizhatébb.
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6.7. Maximalis parositas paros grafokban

A lovagok és udvarhdlgyek problémadja egyike volt bevezetd példdinknak (az elsé
fejezetben). Itt ennek a kérdésnek az dltaldnositdsaval, a pdrositdsi feladattal fog-
Jalkozunk. A pdrositdsi feladatnak tobb fontos véltozata van. Ezek kézos magja,
hogy egy grafban minél nagyobb olyan élrendszert (szakszéval: pdrositdst) kere-
siink, amelyben semelyik két élnek sincs k6zds végpontja. A nagy az el6z8 mon-
datban utalhat a kivdlasztott élek szdmdara vagy — ezen tilmenden — a kivalasztott
élek sulyainak Osszegére.

Pérositdsi feladatként fogalmazhaté meg egy sereg er6forrds-kiosztdsi prob-
1éma. Példdul tegyiik fel, hogy adottak gépek €s munkdk véges halmazai: G és
‘M. Egy gép egy idGszakban csak egy munkdval tud foglalkozni. Ismert tovdbba,
hogy egy gép mely munkdk elvégzésére alkalmas. Szeretnénk egy id6szakban mi-
nél jobban kihasznalni a gépeket: minél tobb géphez akarunk munkét rendelni dgy,
hogy ne sértsiik meg az el6z6 feltételeket. A problémanak megfelel6 graf ponthal-
maza GU M. A g € G gépet akkor kéti él az m € M munkdhoz, ha g képes azm
elvégzésére. A megolddsok a graf maximalis élszdmi pdrositasai.

A kovetkezdkben a pdrositisi feladat legegyszertibb esetével foglalkozunk,
amikor is a széban forgd graf pdros, és nincsenek élsilyok (vagyis minden élsily
1). Lassuk el8szor az idevago fogalmakat:

Definici6 (paros graf): A G = (V, E) grdfot parosnak nevezziik, ha V' csiicshal-

maza feloszthaté két diszjunkt részre — Vi-re és Vo-re — iigy, hogy minden él ezen
két halmaz kozote fut, vagyis (z,y) € E esetén x € Vi és y € Vo vagy forditva.

Haegy G = (V, E) paros grifot tigy adunk meg, hogy G = (V1, Va; E), akkor V3
€s V, a fenti tulajdonsdgu particiéja a V-nek.

Definici6 (parositas): Legyen G = (V, E) egy tetszdleges grdf. Az E élhalmaz
E' C E részhalmaza G egy pirositisa, ha a G' = (V, E') grdfban minden pont
Joka legfeljebb egy.

A parositdsban szerepld éleket, illetve a parositds dltal fedett pontokat (vagyis me-
lyek foka G’-ben egy) pdrositottnak fogjuk hivni.

Definicié (maximalis parositas): A G grdf egy E' pdrositdsa maximdlis, ha G
minden E" pdrositdsdra |E"| < |E').

Ezek utdn megfogalmazhatjuk pontosan a feladatot:

A probléma: Adott egy G = (Vi,Va; E) pdros graf. Hatdrozzuk meg G egy
maximalis parositasat.
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6.7.1. A magyar médszer

Az itt bemutatdsra keriil§ algoritmus elsé valtozatit Konig Dénes® kozolte 1916-
ban. A médszert Konig Dénes és a stilyozott feladatot megoldé Egervary Jend tisz-
teletére nevezik vildgszerte magyar médszernek. A kovetkezd két fogalom elvezet
benniinket az algoritmus Iényegéhez.

Definici6 (alternalo at): Legven G egy tetszdleges grdf, és E' a G egy pdrositdsa.
Egy G-beli utar E'-alternalé Gtnak hivunk, ha felvdltva tartalmaz pdrositott és nem
pdrositott éleket.

Ha a G grif egy adott E' pérositdsdhoz taldlunk olyan P alterndlé utat, amely
két kiilonbozé parositatlan cstucsot kot §ssze, akkor ez az it pdrositatlan éllel kez-
dédik és fejezddik be. P-nek tehdt eggyel kevesebb pdrositdsbeli éle van, mint
nem parositdsbeli. Ezért az E'-nél jobb pdrositdst kapunk, ha elhagyjuk beléle a P
Ut eddig pdrositott €leit, de hozzdvessziik az eredetileg pdrositatlanokat. Az ilyen
tulajdonsdgi utat, melynek segitségével javitani tudunk egy meglévs pdrositason,
javité atnak nevezziik. Formdlisan:

Definicié (javité at): Legyen E' a« G = (V, E) grdf egy pdrositdsa. Ekkor egy
olyan E'-alterndld iit, melynek mindkét végpontja pdrositatlan, E'-re nézve javité
Ut, vagy réviden E'-javit6 tt.

Arra jutottunk, hogy ha a G grafban adott egy E' pdrositds és egy P iit, mely
E'-javité 1it, akkor az E" = E' & P egy az E'-nél nagyobb pdrositds. Itt & a
halmazok korében értelmezett szimmetrikus differencia miiveletét jeldli (a P utat
ilyenkor élek halmazaként fogjuk fel). Két halmaz szimmetrikus differencidja az a
halmaz, melynek elemei a két halmaz valamelyikében szerepelnek, de mindkett6-
ben nem:

Jelolés (szimmetrikus differencia): Legvenek Hy, Hj tetszbleges halmazok.

HieH, = (H1 \ HQ) U (Hg \ Hl).

“Konig Dénes (1884-1944) a Budapesti Miiszaki Egyetem tandra volt. A Theorie der endlichen
und unendlichen Graphen cimii, 1936-ban Lipcsében megjelent munkaja az elsé konyv, amely rend-
szerbe foglalva tdrgyal grdfokkal kapesolatos ismereteket. A grifelmélet ett§l kezdve tekinthet$ on-
4ll6 tudomdnyos témdnak. A m{ fontossagat jelzi, hogy 1950-ben reprint kiaddsa sziiletett az Egye-
siilt Altamokban, 1990-ben pedig angolra forditottak. Tudomasunk szerint & hirdetett meg eldszor 4
torténelemben grifelméleti tdrgyl egyetemi elGadast; ez az 1927/28-as tanévben tortént.

A tudésportré mosolygds vondsaként emlithetjiik a Mathematikai mulatsdgok cimmel 1902-ben
és 1905-ben megjelent két konyvecskéjét. Ezekben a gy(ijteményekben érdekes matematikai rejtvé-
nyeket adott kozre. A feladatok szépsége, a magyardzatok dttetszd tisztasdga teszi Sket nagyszer(
olvasménny4. A két fiizetet 1992-ben ismét kiadtik (Typotex Kit.).
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Ezek alapjdn az algoritmus gy néz ki, hogy kiindulunk valami kénnyen szer-
zett parositdsbol (ez lehet iires is), és minden lépésben az aktudlis parositdsra nézve
keresiink egy javito utat. A javitd it mentén egy nagyobb parositdst kapunk. De mi
van akkor, ha mdr egy pdrositishoz nem taldlunk javité utat? A kovetkezd tétel
pont azt mondja ki, hogy ekkor nyugodtan megallhatunk, mert az aktudlis parosi-
tasunk mar maximdlis.

Tétel: Legyen G = (V. E) egy tetszbleges grdf és E' egy pdrositdsa. Ha E'-re
nézve nincs javité it G-ben, akkor E' a G egy maximdlis pdrositdsa.

Bizonyitas: Legyen M a G egy tetszleges maximalis parositdsa. Vizsgaljuk meg
aG' = (V, E' @ M) gréfot. Minden pontra mindkét pdrositasban legfeljebb egy él
illeszkedhet, ezért G’-ben minden pont foka legfeljebb kettd. Ez azt jelenti, hogy
G' komponensei utak és kordk, amelyek felvdltva tartalmaznak E’-beli és M-beli
éleket. Tgy a korok csak pdros hossziiak lehetnek, vagyis mindkét pdrositdsbol
ugyanannyi él szerepel benniik. A feltétel szerint egyik Ut sem lehet E'-javitd,
M maximadlis volta miatt pedig egyik sem lehet M-javit6. Ezért G’-ben minden
Ut paros hosszisdgu, és mindkét pdrositdsbdl ugyanannyi élet tartalmaz. Ebb&l ko-
vetkezik, hogy |E'| = | M|, vagyis az E' pdrositas is maximalis. O

Mar csak az maradt hdtra, hogy megmutassuk, miként lehet egy graf egy adott
pdrositdsdhoz javité utat taldlni. Vegyiik észre, hogy az el6z6 tétel nem csak pdros
grafokrdl szolt. A javitd ut keresésénél azonban madr lényegesen kihaszndljuk G
péros voltat. Egy G = (V1, V; E) pdros grafban meg tudjuk adni a csicsok egy
olyan halmazit, melyben a lehetséges javité utaknak pontosan az egyik végpontja
szerepel. Példaul V; ilyen lesz, hiszen egy pdros grafban minden javité dt — mivel
pdratlan hosszi — egy V) és egy Va-beli pontot két 6ssze.

A javité tt kereséséhez egy alterndlo erdét ndvesztink. Ennek csidcsait szin-
tekre osztva érdemes elképzelni. A nulladik szinten a V;-beli pdrositatlan csicsok
vannak. Ezutdn szintrgl szintre ndvesztgethetjiik a lehetséges javité utakat gy,
hogy felvéltva vesziink fel pdrositatlan és pdrositott éleket. Az egyre boviils graf
gy erdd lesz, melynek szintjein felvaltva szerepelnek Vi-beli és Vo-beli pontok.
Ha valamelyik paratlan szinten megjelenik egy még pdrositatlan v cstcs, akkor
{avfté utat taldltunk. Az erdében a v-t8l a nulladik szintre visszavivé dt javito ut
esz.

Javits (it keresése alternal6 erds épitésével

Adott a G = (V4, Va; E) pdros gréf, és egy E' pérositasa. Egy az E'-hez tartozé
altern4lé erdst a kovetkezé médon, szintrél szintre haladva épithetiink fel:
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0. szint: V1 azon pontjai, melyeket E' nem fed le, vagyis a
péarositatlan pontok.

2k —1.szint:  Vy azon még fel nem vett pontjai, melyek egy pa-
rositatlan, azaz egy F \ E’-beli éllel elérhetdk egy
2k — 2. szintbeli pontbdl; ezen éllel egyiitt.

2k. szint: Vi azon még fel nem vett pontjai, melyek egy
parositott, azaz egy E’-beli éllel elérhetSk egy
2k — 1. szintbeli pontbdl; ezen éllel egyiitt.

Egy csticsot legfeljebb egyszer vesziink fel, mégpedig az elsd lehetséges szin-
ten. A kialakulé grafban nincs kor, hiszen egy csticshoz az alacsonyabb sorszamy
szintekrdl csak egy ¢l illeszkedik. A fa ndvesztése konnyen megvaldsithaté a szé-
lességi bejards kis médositdsaval. Induldskor a nulladik szint pontjait tesszik a
Q) sorba. Ezutdn pedig a bejdrds sordn a pdros szintrdl indulé élek koziil csak a
parositatlanokkal foglalkozunk; a pédratlan szintr8! indulék kozil pedig csak az
E'-beliekkel. Ha tehdt G éllistdval adott, akkor az alterndlé erdst O(e) koltséggel
megkaphatjuk.

Allitas: A G = (V1, Vu; E) pdros grdfban akkor és csak akkor van az E' pdrosi-
tdsra nézve javité iit, ha az E'-hez tartozé alterndlé erdében valamelyik pdratlan
szinten megjelenik egy pdrositatlan pont.

Bizonyitas: Az elégségesség nyilvdnvald, ugyanis egy pdratlan szinten levé péro-
sitatlan pontot az erdében a nulladik szinttel 6sszek6td ut egy javito .

A forditott allitdshoz el8szor megmutatjuk, hogy a V; pdrositatlan csticsaibdl
(ezek vannak az erdGben a nulladik szinten) alterndlé tton elérhetS pontok mind-
egyikét bevdlasztjuk valamikor az alterndlé erdGbe. Ennek igazoldsdra tegyiik fel,
hogy vg, v, ..., vy egy alterndld at, és vy € V) egy pérositatlan csics; 4 szerinti
indukcidval megmutatjuk, hogy v; bekertil az erdébe. Ez nyilvdn igaz, hai = 0.

Az it vy, cstcsa Vi-ben van és a (vgj, vej41) €l pdrositatlan. Tehdt ha vo;-t
bevilasztottuk, akkor vg;.1 is bekeriil, ha el6bb nem, akkor a vp; utdni szintre.
Hasonl6 okfejtést alkalmazhatunk a pdros index(l cstcsokra: az 1t vy;_ csucsa
Va-ben van és (vg;1,v25) € E'. lgy v2;5—1 Utdn wo; is sorra keriil, ha kordbban ez
még nem tortént meg.

Tegyiik fel marmost, hogy G-ben a v és w csicsok egy javité it végpontjai.
Ezek a pontok nyilvan pérositatlanok, és egyikiik — mondjuk v — a Vj-ben van.
Ekkor pedig w € Va. A v szerepel az erdd nulladik szintjén, €s w-t is be fogjuk
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valasztani valamikor, hiszen v-bél alternalé tton elérhetS. A w az erddnek csak
egy pératlan sorszami szintjére keriilhet, mivel Vs-beli csticsokat csak paratlan
szintekre vesziink fel.

0

Amint azt mar megéllapitoituk, az alternal6 erd6 novesztésének koltsége O(e).
Nyilvénvalé mésfeldl, hogy legfeljebb n/2-szer kell javité utat keresniink. Ezért
a magyar mddszer iddigénye éllistdval adott bemenet esetén O(ne). A tématél
bacsizéban megjegyezziik, hogy vannak a magyar médszernél hatékonyabb (és
persze sokkal kevésbé egyszert) algoritmusok is. Ilyen példaul J. E. Hopcroft és R.
M. Karp 1973-b6l valé modszere, ami O(+/ne) 1épésben talal maximalis parositast
péros grafokban.

6.8. Maximalis folyamok halézatokban

Hempergd josag vagy,
termést bdséggel adj...
RADNOTI MIKLGS: Himnusz a Nilushoz

Az emberiség torténelme a kezdetektSl fogva szorosan kotddik a nagy folyamok-
hoz. Valami hasonlét mondhatunk a kombinatorikus optimalizalés s a halézati fo-
lyamok viszonyardl. A hélézati folyamok természetes és meglepien gazdag mo-
delit kindlnak olyan helyezetek leirdsdra, amelyek Iényege, hogy egy rendszer-
ben anyag aramlik bizonyos — forrdsnak nevezett — keletkezési helyektél bizonyos
— nyeldnek nevezett — felhasznaldsi helyek felé. Az anyag itt ezerféle dolgot je-
lenthet; gondolhatunk csévezetéken dramlé folyadékra, elektromos dramra, szami-
togépes halbzaton kozvetitett informécidra, utcakon mozgd jarmivekre stb.
Ahdldzat egyes csomépontjai kozott kozvetlen dsszekottetések vannak; ezeket
az anyag széllitasara alkalmas médiumoknak (cs6vezeték, kabel, utca, stb.) tekint-
jik. A legegyszeribb modellben egy ilyen kapcsolatot az irdnydval és a kapaci-
tdsdval jellemziink. Az el8bbi mondja meg, hogy a két csomdpont kzétt milyen
irdnyd 4ramlas lehetséges, az utébbi pedig az idSegység alatt 4tvihetd maximaélis
mennyiséget jelenti. Példdul egy kommunikaciés vonal esetén a tapacitas lehet a
mésodpercenként atvihets bitek szdma. Az anyagaramlést, a folyamot Ggy képzel-
Jik el, hogy a forrdsokban 4llandé sebességgel keletkezik az anyag, és ugyanek-
kora sebességgel enyészik el a nyelSkben. A tobbi — a forrdsokts] s a nyeldktdl
kiilonb6z6 — csoméponton csak atdramlik; ami beérkezik, az tavozik is. Ezeknél
a csficsoknil a folyamra teljesiil az elektrodinamikabdl ismerds Kirchoff csomo-
ponti térvény megfelelGje. Nézziik mindezeket pontosabban, azzd az egyszertsitd
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feltevéssel, hogy a hdlézatban csak egy forrds és egy nyeld van! A forrdst és a
nyel6t hagyomanyosan s (source) és t (target, terminal) jeldli.

Definicié (halézat): Adorr egy G = (V, E) irdnyitott grdf és ennek két kiilonbizé
pontja, s és t, melveket forrasnak, illetve nyelGnek hivunk. Adott még egy az éleken
értelmezett ¢ . E — RY pozitiv értékii kapacitdsfiiggvény. A kénvelem kedvéért
terjessziik ki c értelmezési tartomdnydt: legyen c(u,v) := 0 minden u,v € V,
(u,v) € E esetén. Ekkor a (G, s,t, c) négyest halézatnak nevezziik.

Az anyag dramldsit — a folyamot — Ugy irhatjuk le, hogy a hil6zat minden
u, v csticspdrjara megmondjuk, mennyi az idSegység alatt az (u, v) Gsszekotteté-
sen (vagy Osszekottetéseken, ha tobb kozvetlen kapesolat is van u és v kozot)
atmend f(u,v) mennyiség.

Definicié (folyam): Az f : V2 — R fiiggvényr folyamnak hivjuk, ha teljesiilnek a
kovetkezd feltérelek:

(1) minden u,v pontpdrra f(u,v) = —f(v,u),

(2) minden u & {s,t} pontra ), oy f(u,v) =0,

(3) minden u,v pontpdrra f(u,v) < c(u,v).
Ha f(u,v) = c(u,v), akkor az (u,v) pdrat telitettnek mondjuk (akdr éle G-nek,
akdr nem). Az f folyam értéke, melyet |f|-fel jeloliink, az s-bél kimend Osszes
folyam, azaz |f| := >, o f(s,v).

Az (1) feltétel egy kényelmes és eléggé szemléletes technikai kikotés. Azt a
tényt, hogy u-bdl v-be f(u,v) mennyiséget juttatunk el, igy is nézhetjiik, hogy
v-b8l u-ba vittink — f(u,v)-t. Az f(u,v) > 0 eseménynek pedig azt a jelentést
tulajdonithatjuk, hogy (u,v) mentén f(u,v) mennyiségl anyag megy ki u-bdl,
mig f(u,v) < 0 azt jelenti, hogy — f(u, v) megy be u-ba. Erre is tekintettel a (2)
kovetelmény a Kirchoff-torvény megfogalmazasa. A (3) egyenl6tlenség tejezi ki,
hogy az u-bdl v be (kozvetleniil, keriil§ utak nélkiil) dtvitt mennyiség nem halad-
hatja meg az (u, v) kapcsolat kapacitdsdit. Az (1) és (3) alapjan vildgos, hogy ha
(u,v) és (v,u) egyike sem éle a hdlézatnak, akkor f(u,v) = f(v,u) = 0, vagyis
az ilyen pdrok kozott nincs érdemleges torténés. EbbSl és az (1) feltételbd] ko-
vetkezik, hogy az f folyam megaddsidhoz elegend azon f(u,v) értékek ismerete,
melyekre u — v éle G-nek.

A kovetkezd rajz bal oldaldn egy hélézat lithatS. Csak a pozitiv kapacitdsu
éleket tiintettiik fel, a kapacitdsukkal egyiitt. A jobboldali rajzon egy f folyam jel-
lemz& adatai is szerepelnek. Az éleken lev6 szdmok koziil az elsé a kapacitds, a
mdsodik a rajta dtdramlé mennyiség. A v; —> t ¢l kapacitdsa 2, a rajta atfolyo
mennyiség pedig f(v1,t) = 0. A folyam értéke |f| = 1, és példaul (v, vq), va-
lamint (¢, vy) telitett parok. A vy, vg csucspdr kozott két kapesolat van, az egyik
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vy — V3, @ Masik g — y;. Ezeken most O folyam megy dt. Az &sszképet ille-
tGen ugyanez lenne a helyzet, ha mindkét élen 1 egység dramlana keresztiil. Ek-
kor is igaz lenne, hogy f(vy,v3) = f(v3,v1) = 0. Azt szeretnénk hangsiilyozni,

7 2

hogy f(u,v) meghatdrozdsdhoz mindegyik u és v k6zott mend élet figyelembe kell

Vennl

......

A maximadlis folyam problémdja alapvetd jelentségti algoritmikus feladat
mind az elméleti, mind a gyakorlati alkalmazdsok szempontjabdl. A probléma
megfogalmazdsa €s az elsé megoldds is L. R. Ford és D. R. Fulkerson (1957)

2ty

nevéhez flizddik.

A probléma:
Adott egy (G, 5,1, ¢) halézat; taldljunk hozzd egy maximalis értékd f folyamot.

A kérdés tehit az, hogy a halézatot folyamatosan miikddtetve a forrdspontbdl
maximdlisan mennyi anyag tud elindulni, illetve a nyel8pontba beérkezni ¢gység-
nyi idS alatt vigy, hogy a Kirchoff-torvényt és a kapacitdsok adta korldtokat meg-
tartsuk. Természetesen a vdlaszunkban meg kell mondanunk a széllitds dtvonalait
is. Eldre bocsitjuk, hogy a maximdlis folyamok értéke sziikségképpen nemnega-
tiv. Minden hdlézaton van ugyanis egy nulla értékd folyam, a nulla-folyam, amit
az f(u,v) :=0 egyenlGségekkel definidlhatunk (u,v € V).

Ahhoz, hogy a megoldis kozelébe jussunk, vagy egydltaldn, egy maximalis
folyam Iétezését igazolni tudjuk. érdemes a vdgds fogalmit bevezetniink. A ko-
vetkez§ szakaszban a kombinatorikdban oly gyakran eléforduld minimax tételek”
egyikét bizonyitjuk. A tétel segitségével — amely folyamok és vdgasok koztt 1éte-
sit kapesolatot — lerakjuk a megoldds alapkoveit.

H—

Yy . . A . . < < fod ] 4

Egy minimax tétel egy mennyiség maximumdnak és egy mdsik mennyiség minimumgnak az
egyenlségét mondja ki,
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6.8.1. Kapcsolat a minimalis vagassal: a Ford-Fulkerson-tétel

Definicié (s, t-vagas): Legyen (G, s,t,c) egy hdlézat; AAB CV, AUB =V
és AN B = § (azaz A és B particiondljik V-t). Legyen tovdbbd s € A, t € B.
Ekkor az A, B halmazpdrt s, t-vigasnak, vagy roviden vdgdsnak hivjuk. Az A, B
vagds kapacitdsdn a ¢(A, B) := 3 4 g c(u,v) mennyiséget értjiik. Ha f egy
folyam, akkor definidljuk az A, B vdgdson dthaladd folyamot. Ezt f(A, B)-vel
jelolve: f(A,B) =3 ,c 4 vep flu,v).

Figyeljiik meg, hogy | f| = f({s}, V\{s}). Tehit a folyam értéke az s-et valé-
ban ethagyé folyam mennyiségét jelenti. Ezt tgy kell érteni, hogy az s-et elhagyd
Osszes folyambdl levonjuk az s-be visszatérd osszes folyamot, hiszen azon v pon-
tokra, melyekbd! s-be folyik pozitiv mennyiségii folyam, f(s,v) negativ, igy az
Gsszeget a megfeleld drtdkkel csikkenti. Ezzel dsszhangban az A, B vigdson dt-
halad6 folyam azt fejezi ki, hogy mekkora mennyiségii anyag jut at rendszeriink A
Hpartjardl" a B-re. Nyilvdn ugyanannyi, mint amennyi s-bdl elindul, mivel ttkoz-
ben nem hagyunk ott sehol semmit. Ezt fejezi ki szabatosan a kovetkez6 lemma:

Lemma: Tetszéleges A, B s, t-vdgdsra és f folyamra |f| = f(A, B).

Bizonyitas: Figyelembe véve, hogy B = V' \ A, az f(A, B) sszeg igy frhat6:

Z flu,v) = Z flu,v)— Z flu,v) =|fI-0=|f].

ucAveB ucAveV ucAvcA

It ) e apey f(u,0) = vey f(u,v) = 0a folyam
definiciéjanak (2) feltétele miatt; u = s esetén pedig az Osszeg a folyam értékeét
adja. Az (1) feltétel szerint meg f(u,v) + f(v,u) = 0,ez€rt 30 4 cn f(u,v) =
0.0

Ezen a ponton ldthatjuk, hogy a forrdsndl keletkez8 anyag hidnytalanul eljut a
nyelShoz, ha a szdllitds Gtjat-maédjat a folyam-definiciéban kikotottek szerint vé-
lasztjuk meg. Az el6z6 lemma alkalmazhat6 ugyanis az A = V \ {t}, B = {t}
specidlis esetre. Arra jutunk, hogy |f| = f(V'\ {t},{¢t}); a jobb oldalon éppen a
t-ben elnyel6dd mennyiség szerepel.

Az A, B vigés c(A, B) kapacitdsa korldtot ad az A-bél B-be dtvihetS anyag
mennyiségére. Szemléletesen azt varndnk, hogy s € A ést € B miatt a vagds
kapacitasa korldtozza az | f| értéket is. Ez igy is van:

Allitas: Tetszdleges A, B s, t-vdgdsra és f folvamra |f| < c(A, B).
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Bizonyités:

fl= > flwv) < > cluv) =c(4,B).

ucAveB uEAVEB

Az els8 egyenl8ségnél a lemmit, az egyenlStienségnél pedig a folyam-definicié
(3) feltételét haszndltuk. O

Tehat egy folyam értéke nem lehet nagyobb egy tetszéleges vigds kapacitdsa-
ndl. A megigért minimax tétel igy mar sejthetd: az egyenl8ség el is érhetd, azaz a
maximdlis folyam értéke egyenl6 a minimdlis vigdskapacitdssal. Hogy ezt bizo-
nyitani tudjuk, sziikségiink lesz néhdny tovébbi fogalomra.

A javité graf

Tegytik fel, hogy mar eljutottunk valameddig egy nagy folyam tervezgetésében.
Van egy f folyamunk, és az érdekel benniinket, hogy lehet-e javitani rajta, és ha
igen, akkor hogyan. E célbdl nézziink a folyam rajzdra, és prébiljuk meg feltér-
képezni a még kiakndzatlan lehetGségeket. Minden egyes (u,v) csdcspdrra vizs-
gdljuk meg, hogy mennyi anyagot tudndnk még atvinni kozvetleniil u-bdl v-be.
A folyam-definici6 (3) feltétele szerint az (u, v)-n dtvihet mennyiség legfeljebb
c(u, v), ezért a ndvelési lehetSség e kapcsolat mentén c(u,v) — f(u,v). Ezek a
mennyiségek nem negativak, hiszen f egy folyam; az f novelésére ott van esé-
lyiink, ahol ¢(u, v) — f(u,v) > 0. Ezek az észrevételek alapot nydjtanak a kovet-
kez§ fogalomhoz.

Definicié (javité graf): Adon egy (G = (V, E),s,t,c) hdldzat, és rajta egy f
folyam. Jelslje r(u,v) := c(u,v) — f(u,v) a maradék kapacitdsok fiiggvényét.
Az f folyamhoz tartozé javits grdf a Gy = (V, Ey) grdf az élein értelmezett v
kapacitasfiiggvénnyel, ahol Ey = {(u,v); r(u,v) > 0}.

A kovetkezs dbra bal felén az el6z6 példabeli hdlézat és folyam szerepel. Mel-
lette a folyamhoz tartozé G f javité graf lathatd, az éleken a maradék kapacitd-
sokkal. Vegyiik észre, hogy G ¢-nek vannak olyan élei is, amelyek G-nek nem
€lei. Ilyen példaul a t — v3. Ennek jelenléte indokolt, minthogy c(t,v3) = 0,
f(t,v3) = —1, amibdl r(¢,v3) = 1.
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Az r fiiggvény pozitiv értékeket vesz fel a G ¢ élein, igy (Gy, s, ¢,7) egy hd-
I6zat. Konnyen beldthatd, hogy egy f' : V2 — R fiiggvény akkor és csak akkor
folyam G-ben, ha f + f’ folyam G-ben; ekkor pedig |f + f'| = |f| + |f']. Ha
tehdt taldlunk egy pozitiv értéki f' folyamot G -ben, akkor f -+ f’ egy az f-nél
nagyobb értékd folyam lesz az eredeti hidlézatban. A folyam novelésének fefadatat
ezzel visszavezettiik egy rokon kérdésre: pozitiv értékd folyamot kell taldlnunk a
(Gy,s,t,7) hilézatban.

Hogyan keressiink ilyen folyamot? Tegyiik fel, hogy G ;-ben taldlunk egy ira-

nyitott s ~» ¢ utat, és az uton szerepld élek kapacitisainak minimuma d > 0. Ez
az ut egy d értékii f' folyamot hatdroz meg G ¢-ben: f' vegyen fel d-t az 1t €lein,
—d-t az it éleinek forditottjain és nulldt az 6sszes tobbi paron.
Definicié (noveld it, kritikus €): Legyven (G, s,t,c) hdlézat, és f egy folyam
rajta. A Gg-beli irdnyitort s ~ t utakat ndveld utaknak hivjiuk. Egy néveld iiton
szerepld élek maradék kapacitdsainak minimumdt az vithoz tartozo Kritikus kapa-
citasnak, a megfeleld éleket pedig kritikus éleknek'’ nevezziik.

Példankban svavgvit noveld Gt, ami mentén eggyel novelhetjiik a folyamot.
Noveld Gt svgvyt is, ahol a (ve, v1) él menti novelés az eredeti grafban a (vy, vs)
€l menti csokkentést jelenti (kevesebbet visziink a rossz irdnyba). Mindkét noveld
ut kritikus kapacitdsa 1. Az els ut kritikus €lei v — vz és v3 — vy, a masodiké
pedig egyediil vo — v;.

Az eddigiekbdl kezd alakot 6lteni egy algoritmus: a meglevé f folyamunkhoz
készitsiik el a G javité grdfot, ebben keressiink ndvelS utat, e mentén noveljiik
meg a folyam értékét a kritikus kapacitdssal; azutdn ezt ismételjik. Kiinduldsnak
JO lesz a nulla-folyam. Kérdés, mi van akkor, ha mdr nincs G y-ben névels dt.
A kovetkez§ tétel egyebek kozott azzal biztat benniinket, hogy ebben az esetben
készen vagyunk, vagyis f mar maximalis.

OA kritikus & kifejezést - egészen mds jelentéssel - mar haszndltuk a PERT-médszer kapesan. A
két fogalom kdzott nincs tartalmi kapesolat.
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Tétel (Ford-Fulkerson-tétel): Legyen f egy folyam a (G, s,t,c) hdlézatban. A
kovetkezd dllitdsok egyenértékiiek:

(a) f egy maximdlis (értékii) folyam;

(b) f-hez nem létezik niveld iit;

(¢) létezik olyan A, B s, t-vdgds, melyre ¢(A, B) = | f|.

Bizonyitas:

(a)=(b): Ha f-hez Iétezik noveld 1t a G ¢ grafban, akkor f értéke az el5z6ek sze-
rint ennek az dtnak a d > 0 kritikus kapacitdsdval novelhetS; ekkor f nem lehet
maximdlis, mert van | f| + d értékd folyam is.

(b)=-(c): Tegyiik fel, hogy nem Iétezik ndvels ut f-hez. Legyen A azon pontok
halmaza, amelyek G s-ben s-bdl irdnyitott tton elérhetdk, és legyen B := V' \ A.
Nyilvanvald, hogy s € A, ést € B. Az A, B pdr tehdt egy s,t-vagds. Legyenek
most u € A, v € B tetszGleges pontok. Az (u,v) pdr nem éle G g-nek. Ez annyit
tesz, hogy az (u, v) par telitett, vagyis c¢(u, v) = f(u, v). Ezeket az egyenl&ségeket
osszegezve az Osszes u € A, v € B pdrra azt kapjuk, hogy ¢(A, B) = f(A,B). A
lemmabdl tudjuk, hogy f(A, B) = [f[, amibdl ¢c(A4, B) = |f|.

(c)=(a): Az allitds szerint |f| < c(A, B) igaz barmely f folyamra és A, B va-
gasra. Az |f| = ¢(A, B) egyenl8ség ezért csak gy lehetséges, hogy f egy maxi-
mdlis folyam, A, B pedig egy minimalis (kapacitdsi) vigds. O

A kovetkez8 dbra a Ford-Fulkerson-tételben felmertilt helyzetet szemlélteti.
A bal oldali rajzon a kordbban mdr vizsgdlt hdlézat egy f maximadlis folyamat
mutatjuk. Lathatd, hogy | f] = 3. Mellette a folyamhoz tartozé javité graf taldlhato,
ezen feltiintettiik a bizonyitdasbdl ad6dé A, B vagast. A vagds A partjt az s €s vy
csuicsok alkotjak. Az eredeti hdlézat rajzdra pillantva meggy6z&dhetiink réla, hogy
a végas kapacitdsa c¢(A, B) = c(s,v1)+c(vg, v3) = 1+2 = 3, ami éppen a folyam
értéke.

B part,
. R 2

A part™.,
1

A Ford-Fulkerson-tétel érdekes kovetkezménye, hogy egy folyam maxima-
lis voltanak van egyszertien és gyorsan ellendrizhetd bizonyitvanya. Képzeljiik el,
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hogy valaki mutat nekiink egy kusza hdl6zatot, rajta egy f folyammal, és azt dl-
litja, hogy f maximadlis. Hogyan gy3zhet meg benniinket err6l egyszeren? A tétel
szerint elegendd egy olyan A, B vidgdst mutatnia, aminek a kapacitdsa éppen a fo-
lyam értéke. Mivel | f| és c(A, B) is gyorsan kiszimolhatd, egykettSre bizonyos-
sdgot szerezhetlink az allitds igazsdgdrdl. Az algoritmikus problémdknak azzal a
tulajdonsdgdval, hogy a vdlasznak van-e hatékonyan ellendrizhetd bizonyitvanya,
a 8. fejezetben foglalkozunk alaposabban.

6.8.2. A Ford-Fulkerson-algoritmus

A maximdlis folyam keresésére szolgalé Ford—Fulkerson-algoritmus 1ényegi Ié-
péseit tulajdonképpen mar elmondtuk: folyamok fo, f1,..., frx = f* sorozatdt
konstrudljuk meg sorban egymds utdn. Az fo az azonosan nulla folyam. Az f; bir-
tokdban f;.1-et igy kapjuk, hogy az f; javitdé grafjiban keresiink egy javito utat;
az Ut mentén a d; kritikus kapacitdssal novelve kapjuk az f;4, folyamot. Ervényes
tehdt az |f; 11| = |fi| + d; Osszefiiggés. Akkor dllunk meg, amikor a folyamhoz
mar nem létezik novels dt. A Ford—Fulkerson-tételbdl kovetkezik, hogy ekkor egy
maximdlis folyamunk van.

Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a halézat éllistaval adott, akkor a ndveld I€pés,
vagyis f;-bol fi1 szamitdsa O(e) elemi miivelettel kivitelezhetd, ahol e a G €le-
inek szdma. (Feltehetd, hogy G osszefiiggs. A Gy, javito grafnak legfeljebb csak
2e éle lehet, igy a hdlézat és f; ismeretében O(e) koltséggel megépithetd. Javito
utat ezutdn a Gy, graf s-bdl rajtold szélességi bejardsdval kaphatunk.)

Mit mondhatunk a nével lépések szamdrdl? Ha az élkapacitdsok egészek, ak-
kor legfeljebb |f*| szamu novelés utdn készen vagyunk (f* egy maximdlis folya-
mot jeldl), ugyanis ekkor a d; kritikus kapacitdsok pozitiv egészek lesznek. Rog-
zitsiik ennek a fejtegetésnek egy fontos kdvetkezményét:

Kovetkezmény: Legyen (G, s,t,c) egy hdldzat, és tegyiik fel, hogy a c(u,v) ka-
pacitdsok mind egész szamok. Ekkor van olyan f* maximdlis folyam, hogy az
f*(u,v) értékek egészek (u,v € V). EbbSl adddéan a maximdlis folyam értéke
is egész.

Bizonyitas: A Ford—Fulkerson-algoritmus mifkodésébdl lthats, hogy az f;(u,v)
értékek egészek lesznek. Ez nyilvdnvalé a nulla-folyamra. Utdna pedig haszndl-
hatjuk, hogy az fii1(u,v) — fi(u,v) killonbség a 0, £d; egészek valamelyike. U

Ha tehdt a kapacitdsok egészek, akkor legfeljebb |f*| noveléssel eljutunk egy
maximadlis folyamig. Ez egyfel6l megnyugtat6, hiszen latjuk, hogy véges sok 1épés
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elég. MasfelSl a novelések szdma ettSl még égbekidltéan nagy is lehet, amint azt
az alabbi hdlézat mutatja.

Ha ebben a halézatban felvaltva mindig az svivet és az svevit novelS utak
mentén javitunk (a kritikus kapacitds 1 lesz), akkor a nulla-folyambél 910t javi-
tas utdn kapunk maximalis folyamot. Ugyanakkor két javité menet is elég lenne:
el@szor az svit, majd az svot it mentén.

Ha az élkapacitdsok raciondlis szdmok, akkor a k6zos nevezjiikkel val6 szor-
zds utdn egész kapacitdsaink lesznek. Igy ebben az esetben is véges sok (noha
esetleg nagyon sok) novelS 1€pést hajtunk végre.

Ha irraciondlis kapacitdsokat is megengediink, akkor eléfordulhat, hogy a ja-
vitd utak balszerencsés vdlasztdsa miatt az eljards nem ér véget véges sok 1épésben.
Sét, még az is megeshet, hogy az | f;| értékek a maximalis folyamokénal kisebb ér-
tékhez konvergalnak.

Mindezekbdl nyilvanvald, hogy nagyon nem mindegy, miként valasztunk no-
vel§ utat. A taldlomra valé vélasztdssal raciondlis kapacitdsok esetén ugyan egy
miikods, dmde lassd algoritmust kapunk, irraciondlis kapacitdsokkal pedig a méd-
szer nem is mikadik.

6.8.3. Edmonds-Karp és Dinic algoritmusai

J. Edmonds és R. M. Karp (1972) nagyon egyszeriien hangzé receptet javasolt
az el6z§ szakaszban emlitett bajok orvosldsdra. Mddszeriik rokonszenves vondsa,
hogy a javité menetek szamara csak n-t6l és et (azaz csupén a hdl6zat pontjainak
€s éleinek szamitdl) fiiggd korldt adhaté. Javaslatuk a Ford-Fulkerson-médszer
Pontositisa, amennyiben arrél rendelkezik, hogy miként valasszunk noveld utat az

adott f folyamhoz:

EDMONDS-KARP-HEURISZTIKA: A folyam névelésére mindig a legrovi-
debb — vagyis a legkevesebb élbdl 4116 — novels utak egyikét valasszuk.

Edmonds és Karp otletérél nem latszik elsre, hogy miért olyan j6. Az minden-
esetre biztatd, hogy az el6z§ rajz halézataban a nulla-folyambél kiindulva két me-
netben eljut a maximaélisig.
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A gondosabb elemzéshez tegyiik fel, hogy adott a (G, s,t, ¢) hdl6zat és rajta
egy f folyam. Tekintsiik a G ¢ javité grafot; legyen benne 7 egy legrévidebb novels
ut. Ennek hosszat (élszdmat) jelolje I. Osszuk rétegekre a G csicsait az s-t6)
val6 tdvolsdg szerint. Az s-bSl egyetlen irdnyitott €llel elérhetd csicsok alkotjak
az els6 réteget, és t az {-edik rétegbe keriil. Ezt a beosztdst kapjuk, ha s-t6l indulva
szélességi bejarassal végigmegyiink az s-bdl irdnyitott tton elérhetS v csticsokon,
és kozben szdmitjuk a D[v] értékeket (1dsd a 6.5. szakaszt). Vildgos, hogy a v és w
cstcsok pont akkor vannak egy rétegben, ha D[v] = D[w]|. Kiemeljiik a felosztds
két fontos tulajdonsagit:

(1) Egy él legfeljebb egy réteggel mehet eldre.

Ez nyilvanvald, hiszen az s-t8l 7 tavolsagra levd pontbdl kiindulé él végpont-
Jdnak a tdvolsdga nem lehet t6bb, mint ¢ + 1. A Gy egy © — y €lét nevezzik
vastagnak, ha D[y] = D[z] + 1. Az (1) tény hasznos folyomdnya a kdvetkez6:
(2) Azl hossziisdgii s ~ t utak csupa vastag élbdl dllnak, és nincs 1-nél rovidebb
§~> Lt

Nézziik most, miként médosul a kép, ha = mentén noveljiik f-et a kritikus
kapacitdssal. Hogyan kaphaté meg az uj f' folyam G ¢ javité grifja G-b61? A m
Ut legaldbb egy éle — nevezetesen egy kritikus €l - telitett lesz, gy eltlinik a javitd
grafbdl. Ezenkiviil legfeljebb [ darab 1j él jelenik meg a G y/-ben (7 €lei ellenkezd
irdnyitdssal, ha eddig még nem szerepeltek), de ezek az 1j élek mind visszafel,
alacsonyabb sorszamu rétegbe mennek. Arra jutunk innen, hogy (1) és (2) a G-
re vonatkozdan is igaz marad (noha esetleg a rétegezés mar nem tiikrdzi hiien a
tavolsdgokat). Ebbol viszont azonnal ldtszik, hogy a kévetkezd novel6 iit sem lehet
rovidebb l-nél.

Nézziik meg, hogy hanyszor adédhat egymads utdn [ hosszd néveld tt. Ha van
ilyen G yr-ben, akkor a novelés utdni javité grafban eggyel kevesebb vastag €l lesz
(legaldbb egy kritikus €l torlédik), és az (1), (2) tények is érvényben maradnak,
mert a ndvelés eredményeként csak visszafelé mutatd élek keletkezhetnek.

A (2) tulajdonsag 6rokl6dése miatt addig lesz [ élIbdl allé novel t, amig ma-
rad vastag élekbdl al16 s ~» ttit. A vastag élek viszont minden novelésnél fogynak.
fgy legfeljebb e ilyen novelés lehetséges. Ervényes tehdt a kovetkezd:

Tétel: Az Edmonds—Karp-heurisztika szerinti novelésnél a noveld utak hosszai
nem csékkend sorozator alkotnak. Ebben a sorozatban egy adott iithossziisdg leg-
feljebb e-szer fordulhat eld. Kovetkezésképpen legfeljebb e(n — 1) novelés lehet-
séges. A heurisztika alkalmazdsdval O(e2n) elemi lépésben kapunk maximdlis fo-
lyamot.

Bizonyitas: Az els6 két dllitdst mdr beldttuk. A harmadik — a ndvelések szamardl
sz616 — azonnal kovetkezik ezekbél, hiszen a noveld utak egyszeri utak. A lehet-
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séges hosszisdgaik ezért 1,2,... ,n — 2,n — 1, és barmely hosszisdg legfeljebb
e-szer 1éphet fel.

Az utols6 dllitashoz elég igazolni, hogy egy ndvelés O(e) idSben elvégezhets.
A novelés koltségérdl kordbban mondottakhoz csak annyit kell hozzdtenni, hogy a
javité grafban az s-bol inditott szélességi bejardsndl a faéleket kovetve éppen egy
legrovidebb s ~» t utat kapunk. O

A bizonyitdst jobban szemiligyre véve kideriil, hogy f javitdsakor az [ hosszi
noveld utak élei mind vastag €lek G ¢-ben. Az Osszes ilyen javitds miiveletigényére
O(e?) korldtot kaptunk (legfeljebb e novelés darabonként O(e) koltséggel). Ki-
haszndlva, hogy a vastag élekbdl dll6 graf egy DAG, ezek a ndvelések gyorsabban
is elvégezhetSk. De nézziik pontosabban, mi is a cél:

Legven (H, s,t,r) éllistdval adott hdlézat, ahol H egy DAG, és r az élein ér-
telmezett kapacitdsfiiggvény. Olyan g folyamot — iin. blokkold folyamot keresiink,
amelyhez minden s ~ t irdnyitott titon van telitert él.

Feladat: Igazoljuk, hogy egy maximdlis folyam egyben blokkolé folyam is. Mu-
tassuk meg, hogy a megforditds nem igaz: adjunk példat blokkolé folyamra, ami
nem maximalis.

Ha taldlunk egy g blokkol6 folyamot a G vastag éleibol &ll6 H grafban, akkor
f + g madr biztosan nem ndvelhet$ a vastag élek mentén, azaz minden tovabbi
névelés csak [-nél hosszabb tton lehetséges.

Dinic médszere DAG-beli blokkolé folyam keresésére

Tegyiik fel, hogy a H DAG-nak n csticsa és m éle van. E. A. Dinic (1970) algorit-
musa a nulla-folyambdl indulva szerkeszt egy g blokkol folyamot. Az algoritmus
torténései harom csoportba sorolhaték; ezek a nyomulds, a novelés €s a takaritds.

Nyomulds sordn egy s-bél indulé 7 irdnyitott utat épitiink. Amig csak lehet-
séges, 7-t az utolsé pontjdbdl induld valamelyik é] végpontjaval bovitjiik. Akkor
allunk meg a nyomuldssal, amikor vagy t-be értiink, vagy mdr nem tudunk tovabb
menni, mert nem vezet ki él a w utolsé pontjabdl. Mivel H egy DAG, a 7 sosem
allhat t5bb, mint n csicsbdl. Ebbdl kovetkezden egy nyomulds O(n) koltséggel
megvaldsithatd.

Novelésre akkor keriil sor, ha a nyomuldssal ¢-be értiink. Ez esetben 7 egy
novel§ dt. Az aktudlis g folyamot = mentén noveljiik a d, kritikus kapacitassal.
Ezutan az dt éleinek kapacitdsat d, -vel csokkentjiik, és toroljiik a kritikus éleket
(amelyek kapacitdsa nulldra véltozott). Egy novelés miveletigénye ardnyos a 7
hOSszéval’ vagyis O(n)-nel becsiilhet6.
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Ha a nyomuldssal egy x # t cstcsndl akadunk el (azaz nem tudunk tovéibb
menni), akkor rakaritds kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy toroljiik H-bdl az z-be
mend éleket. Egy takaritas a torolt élek szamaval ardnyos 1épésszamban véghezvi-
hetd.

A takaritds és a novelés végeztével (s-bSl indulé) nyomuldsba kezdiink. A
munka akkor fejezddik be, amikor mar nincs s-b3l kimeng él.

Tétel: Dinic mddszerével 'V O(mn) miivelettel kapunk blokkold folyamot a H
DAG-ban.

Bizonyitds: A mddszer helyessége nyilvdnvalé: amikor ugyanis egy élet torliink,
akkor rajta keresztiil mar nem vezethet az aktudlis g-t noveld tt. fgy a munka vé-
geztével nem létezik csupa H-beli élekbdl 416 néveld it. Ugy is fogalmazhatunk,
hogy minden s ~ ¢ irdnyitott titon van telitett él, tehat a végs6 g egy blokkolo
folyam H-ban.

Ami a koltségeket illeti, vegyiik észre, hogy a takaritdsok és a novelések
szdma egylittesen sem lehet t&bb m-nél, mivel ezek élek torlésével jdrnak. A ta-
karitdasok Osszkoltsége O(m), ugyanis ezek sordn legfeljebb m élet torolhetiink;
a noveléseké pedig O(mn). Nézziik most a nyomuldsokat: a legutolsé kivételé-
vel minden nyomuldst ndvelés vagy takaritds kovet, igy legfeljebb m + 1 nyo-
mulds lehetséges. Ezek egyiittes 1épésszdma ezért O(mn). Mindent szdmba véve
O(m) + O(mn) + O(mn) = O(mn) 1épés elegendd. O

Ha az Edmonds—Karp-heurisztika helyett Dinic médszerét alkalmazzuk az f
folyam novelésére, akkor legfeljebb n — 1 ilyen novelésre lesz sziikség. Az eldzd
tétel alapjan egy novelés koltsége O(en), mert a vastag élekbdl 4116 grafnak legfel-
jebb e éle lehet. A Dinic-algoritmussal tehdt O(en?) lépésben kapunk maximdlis
Sfolyamot.

Megjegyezziik, hogy DAG-beli blokkol6 folyam keresésére van O(n?) 1é-
pésszamd médszer is, amivel O(n®) koltséggel adédik maximalis folyam. Az els§
ilyen médszert A. V. Karzanov taldlta 1974-ben. A folyamalgoritmusoktdl biicst-
zéban megemlitjiik, hogy a legjobb ismert médszerek kéltsége O(enlog(n?/e))
(A. V. Goldberg, R. E. Tarjan, 1986) és O(en), ha e > n5/3*t¢ (N. Alon.
J. Cheriyan, T. Hagerup, 1990). Erdekes nyitott kérdés, hog gy létezik-e minden ha-
16zaton O(en) 1épésszdmban célt éré folyamalgoritmus.

"'Valgjsban Dinic médszerének egyszertisftett valtozatdt ismertettiik. Péld4ul takaritds utdn nem
kell feltétleniil s-t6] kezdeni a nyomuldst. Jobban jdrunk, ha csak a it z el6tti pontjdig megytink
vissza, és onnan nyomulunk eldre.
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6.8.4. Alkalmazisok

Harom példaval szeretnénk érzékeltetni a folyamok széleskorii és sokszinti alkal-
mazasi lehetdségeit. Hogy egyszerfisitsiink a dolgokon, olyan hdlézatokra szorit-
kozunk, amelyekben bdrmely u, v pontpdr kozott legfeljebb csak az egyik irdnyba
megy él. gizéltal av — w élen dtfolyd mennyiséget azonosithatjuk az f(v, w)
ériékkel. Igy persze az is feltehetd, hogy ha v — w éle a hdlézatnak, akkor
f{v,w) > 0. Amikor pedig egy g folyamot adunk meg, akkor elég a g(v,w)
értékeket leimi, ahol v — w € E.

Példdink kapcsdn az olvas6 kdnnyen meggy&zddhet réla, hogy a javasolt egy-
szersités nem jelenti az altaldnossdg csorbitdsdt. Ha ugyanis u — v ésv — wu is
éle a hdlézatnak, akkor utdbbit helyettesithetjiik egy v — v* — v élpérral, ahol
v* egy Uj csucs. A v — v* és av® — u élekre ugyanazt (pl. kapacitast) frjuk, mint
ami a v — u élen szerepel.

Elidegen utak iranyitott grafokban

Legyen G egy irdnyitott graf, s és t két csiicsa. Szeretnénk minél tobb G-beli s ~» t
irdnyitott utat taldlni azzal a feltétellel, hogy bdrmely két iit élidegen (mdsként
mondva: kozos él nélkiili) legyen.

Nézziik evégbdl a (G, s, t, ¢) halzatot, ahol a G minden (u, v) élének a c(u, v)
kapacitdsa 1. A kapacitdsok egészek, tehdt van olyan f maximadlis folyam, amelyre
az f(u,v) értékek egészek minden u,v € V csicspdrra. Ebb6! azonnal kovetke-
zik, hogy hau — v € E, akkor f(u,v) vagy 0 vagy 1. Tegyiik fel, hogy a folyam
értéke k. Megmutatjuk, hogy ekkor van G-ben k darab pdronként élidegen s ~» ¢
ut. Ennek elsd 1épéseként ajanljuk a kovetkezd feladatot:

Feladat: Mutassuk meg, hogy ha & > 0, akkor van olyan = tt s-b6l t-be, amelynek
az élein f 1-et vesz fel. (Induljunk el s-bdl egy olyan u — v € E €len, amelyre
Flu,v) = 1. A v-be érve toroljiik ezt az élet, majd Iépjiink tovdbb egy olyan
v = wélen, melyre f(v,w) = 1, é toroljiik ezt az élet is. {gy folytatva sosem
akadhatunk el egy = # t csticsban; z-b6l ugyanis legaldbb annyi 1-es indul ki,
mint amennyi befut oda. Elébb-utébb t-be ériink, mert az élek fogynak.)

Ha tehdt k& > 0, akkor nézziink egy a feladat szerinti 7 utat. Toroljiik G-bol a w
€leit, és feledkezziink meg a rajtuk dtmend egységnyi folyamrol. A kapott grifban
egy k — 1 értékii folyam marad, amire £ — 1 > 0 esetén ismételjiik az el6z6
ttkeresést. fgy folytatva k darab élidegen irdnyitott s ~ ¢ utat kapunk.

Forditva, ha 71,2, ..., T paronként élidegen irdnyitott s ~» t utak G-ben,
akkor ezek mindegyikén egységnyi folyamot kiildhetiink a forrdsbd! a nyeiSbe,
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ami sszesen egy k értékd folyamot jelent. A maximalis folyam értéke tehat meg-
egyezik a legnagyobb élidegen s ~» t utakbdl 4dll6 rendszer elemszamadval.

Az eddigiek egy O(en?) koltségii algoritmust sugallnak egy ilyen dtrendszer
megtaldldsdra: el6szor kiszdmitunk egy f egész értékkészletd maximalis folyamot,
majd ebbdl dsszerakunk egy maximdlis Gtrendszert. A koltségek kozil a domindns
rész a Dinic-modszer 1épésszama, amivel az f folyamot szamitjuk.

Feladat: Mutassuk meg, hogy f ismeretében O(e) lépésben kaphatunk k darab

P

paronként élidegen s ~» t utat. (Ldsd az el6z6 feladathoz mellékelt Gtletet.)

Miel6tt tovabbmennénk, ldssuk, mit mond esetiinkben a Ford—Fulkerson-tétel.
A tétel szerint van egy A, B vigds, aminek a ¢(A, B) kapacitdsa éppen az titjaink
k szdma. Mas széval A-bdl B-be k irdnyitott él megy. Ez a k él lefogja az Gsszes
s ~ tutat abban az értelemben, hogy minden ilyen 1t tartalmaz A-bdl B-be mend
élet (mert s € A ést € B). Ezzel egyrészt egy misik bizonyitdst kaptunk arra,
hogy k-ndl tobb paronként élidegen 1t nem létezhet. Masfelsl lényegében igazol-
tuk K. Menger nevezetes grafelméleti tételét, amely szerint a G-beli pdronként
élidegen s ~» t utak maximdlis szdma megegyezik az s ~» t utakat lefogd élek
minimdlis szamdval.

Itt marimum < minimum nyilvinvald, mert egy lefogé élrendszer az it-
jaink mindegyikébdl tartalmaz élet. Masfeldl az el6bb kidertilt, hogy van olyan
paronként élidegen s ~» ¢ utakbdl dllé rendszer, ami éppen annyi ttbol all, mint
egy lefogd élhalmaz (utébbi az A-bdl B-be mend élek Osszessége). Innen pedig
mar adodik a maezximum > minimum egyenlotlenség.

Maximalis parositas paros grafokban

Egvszerii megfogalmazdsa ellenére ... mdig is taldn
ez az egész pdrositdselmélet kulcseredménye.
LOVASZ LASZLO, MICHAEL D. PLUMMER'?

Egy olyan problémat fogalmazunk meg a folyamok nyelvén, amivel mdr taldlkoz-
tunk: a maximalis pdrositds keresését pdros grdafokban. Ezt elsGsorban a megfelel-
tetés egyszertisége és elméleti érdekessége miatt tessziik, és nem azért, mert gyors
algoritmust reméliink belSle. A folyamalgoritmusokra épiilS megolddsok nem tud-
nak versenyezni a pdrositdsi feladat sajdtossdgaira kihegyezett kozvetlen maédsze-
rekkel, igy a magyar médszerrel sem.

"2Ezzel a méltatdssal vezetik fel Konig Dénes minimax (ételét a pdrositdsok eiméletével foglal-
koz6 nagymonogrifidjuk (Matching Theorv, Akadémiai Kiadd, Budapest, 1986) 4, oldalan.
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Legyen G = (V4,Va; E) egy paros graf, amiben maximalis parositast kere-
stink. Készitsiink belSle hilézatot az aldbbiak szerint: el8szor is iranyitsuk az F-
beli éleket V1-t8l Vy felé; ezek kapacitdsa legyen |Vi| + 1. Vegyiink fel még a
meglevl pontokon kiviil egy s forrast és egy ¢ nyelSt. Az s-bol vezessiink 1 ka-
pacitésﬁ €leket a Vj pontjaiba, €s inditsunk ugyancsak 1 kapacitasi éleket a V,
pontjaibél t-be.

Megmutatjuk, hogy az igy kapott hdlozatban a maximdlis folyamok értéke
megegvezik a G-beli maximdlis pdrositdsok méretével. Legyen f egy csupa egész
értékd maximdlis folyam, és legyen | f| = k. A V) pontjaiba legfeljebb egységnyi
folyam folyhat be, ezért egy u € V) ponthoz legfeljebb egy olyan (u,v) € E él
illeszkedhet, amelyre f(u,v) = 1. A tobbi ilyen élen f nulldt vesz fel. Hasonl6 ér-
vényes a V; pontjaira. Ezek szerint azok az (u,v) € E élek, melyekre f(u,v) = 1,
egy parositast alkotnak G-ben. A rajtuk dtmend Gsszes folyam egyrészt megegye-
zik az élek szamdval. Mdsrészt a lemma szerint k-val is, hiszen ez a mennyiség az
{s} U Vi, {t} UV, vdgdson dtaramlé f({s} U Vi, {t} U V3) folyam. Van tehat a
G-ben k é1bdl all6 parositas.

Forditva, ha az (uy,v1), (ug, v2), ..., (ur,v;) € E élek egy pdrositdst alkot-
nak (u; € Vq,v; € Vo), akkor az s — u; = v; — ¢ utak mindegyikén egységnyi
folyamot vihetiink a hdlézatunkban s-bdl ¢-be; ezek Osszesen egy k értékil folya-
mot adnak. A maximalis folyamok értéke tényleg egyenld a maximadlis parositasok
élszaméaval.

Prébdljuk meg itt is értelmezni a Ford-Fulkerson-tétel dllitdsat, ahogy azt az
€lidegen utakndl tettiik! A tétel alapjan létezik egy A, B s,t-vagds, amelynek a
k kapacitdsa éppen a maximdlis folyamok értéke, vagyis a maximélis parositdsok
¢lszama. Legyenek z1, x9, ..., z; a V1 azon pontjai, amelyek nincsenek A-ban, és
legyenek y1,y2, ..., ym az A halmaz Vy-beli pontjai. Az A-bél B-be mend €lek
kozott nem lehet olyan, ami V1-bdl Va-be mutat, mert egy ilyen él kapacitdsa tul
nagy: |Vi|+1 > k. Ebbdl arra kdvetkeztethetiink, hogy az E-beli élek mindegyike
illeszkedik az z; vagy az y; pontok valamelyikéhez. Az z; és az y; pontok ebben
az értelemben egy a G éleit lefogd ponthalmazt alkotnak. Mekkora ez a halmaz?
Az A-bél B-be mend élek éppen az s — x; és az y; — t élek. Ezek kapacitdsa 1,
ami azt jelenti, hogy a szdmuk éppen a vdgds kapacitdsa, k. Van tehdt a G-ben a
maximilis pdrositdsok élszamdval egyezd méretii lefogé ponthalmaz.

Ezzel a birtokunkba jutott a grifelmélet egyik tiindoklé ékkove, Konig Dénes
minimax tétele, amely igy hangzik: egy G pdros grdf maximdlis pdrositdsainak a
mérete megegvezik a G éleit lefogd ponthalmazok minimdlis elemszdmdval.

A mazimum < minimum egyenlStlenség itt is nyilvdanvalé: egy k élt paro-
sitds éleit nem lehet k-ndl kevesebb ponttal lefogni. Az el6z6 okfejtés adja a jéval
tartalmasabb mazimum > minimum egyenlStlenséget.
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Feladat: A bevezetd fejezetben a lovagok és udvarhslgyek problémdjarél megem-
litettiik, hogy pontosan akkor nincs megolddsa, ha a megfeleld grafban van Konig-
akaddly. Bizonyitsuk be ezt az dllitast. (Alkalmazzuk Konig minimax tételét.)

Haldzatok alsé korlatokkal

A hdlozatfogalom, amivel eleddig foglalkoztunk, meglehetSsen egyszertinek
mondhatd. Gyakran eléfordul, hogy az alkalmazisok koveteiményei ennél fino-
mabb, t&bb tényezdre is érzékeny modelleket kivdnnak meg. Most — tovid izelitd
gyandnt — egy ilyen drnyaltabb hilézat folyamairdl ejtiink par szét.

Tegyiik fel, hogy a ¢(u,v) kapacitdsok mellett — amelyek feliilrSl korldtoz-
zdk az u-bdl kozvetleniil v-be aramlé folyamot — ulsé korldtjaink is vannak az
f(u,v) mennyiségekre. Az ilyen halézatokat formdlisan egy (G, s,t, c, k) alaku
otossel frhatjuk le. Ebben az elsé négy Gsszetevs értelmezése a régi. A k a G élein
értelmezett, nemnegativ értékd fliggvény, ami az élekhez rendelt alsé korldtokat
mondja meg. A kordbbi folyam-definicié kiegészitéseként megkdveteljiik, hogy
k(u,v) < f(u,v) is teljesiiljon a G minden u — v élére.

Az egyszerlibb modellnél a folyamok 1étezése felettébb jambor kérdésnek bi-
zonyult: a nulla-folyam minden halézaton eleget tett a definiciénak. Az tij modell-
hez nyilvdnvaléan nincs ilyen univerzilis valasztas.

Most megmutatjuk, hogy (régi értelemben vett) maximdlis folvamok segitségé-
vel hatékonyan eldonthetd, hogy egy H = (G, s,t, ¢, k) alakii hdlézathoz létezik-e
Jolyam.

Evégbdl egy alsé korldtok nélkiili H' hélézatot készitiink. Kényelmi okokbdl
tegyiik fel, hogy G-ben nincs s — t ést — s él. Vegyiink fel a G = (V, E)
pontjai mellé egy dj forrdst és egy Uj nyeldt; legyenek ezek S és T. A H' hd-
16zat ponthalmaza V U {S,T} lesz. A G éleit megtartjuk, de dj kapacitdsokat
rendeliink hozzajuk. Az (u,v) € E él ¢'(u,v) kapacitdsa a H' halzatban legyen
c(u,v) := c(u,v) — k(u,v). (Nyilvan feltehetjiik, hogy ¢'(u,v) > 0: ellenkezd
esetben nem létezhet folyam az eredeti halézatban, mivel mar az u — v élre kirdtt
feltételek sem teljesithetdk.) Adjunk még a H'-hoz egy S — v és egy v — T élet
minden v € V-re. Az § — v €l kapacitdsa legyen ¢/(5,v) 1= Y, ,)er k(u,v).
vagyis a v-be érkezd G-beli élek alsé korldtjainak az osszege. Hasonléan, legyen
(v, T) := E(v,w)eE E(v, w), a v-bdl kimend G-beli élek korlatjainak az dsszege.
Végiil csapjunk még a hdlézathoz egy oo kapacitdsi ¢ — s élet.

A kovetkez6 rajzon az dtalakitdst szemléltetjiik. A baloldali graf éleire frtuk az
alsé korldtokat és a kapacitdsokat. Igy példdul k(s,v) = 1 és c(v,t) = 3. Mellette
a megfeleld H' hdldzat szerepel; az éleken a ¢’ kapacitdsokat tiintettiik fel.
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1,3 2,3
S v t

Tétel: A H = (G, s,t,c, k) hdlozatban akkor és csak akkor létezik folyam, ha a
H' hdlozat (S-bdl T-be mend) maximdlis folyamdnak az értéke Z(u V)EE k(u,v).

Megjegyezziik, hogy a H'-re vonatkozé dllitds egyenértékd azzal, hogy egy
maximdlis folyamra nézve az S — v és av — T élek mind telitettek. Az {S},
VUu{T}ésaVu{S} {T} vigdsok kapacitdsa ugyanis éppen Z(u wer k(u,v).

Bizonyitas: Tegytk fel el&szor, hogy van egy f folyamunk H'-ben, aminek az
értéke Z(u,v)eE k(w,v). Ebbdl egy g folyamot konstrudlunk H-ban. A G graf
minden (u, v) élére végezziik el a kovetkezbket: vonjunk le k(u,v)-t f(S,v)-bsl
és f(u,T)-bdl és adjunk ugyanennyit f(u,v)-hez.

A moédositisok soran megtartottuk a Kirchoff-térvényt a G cstcsaiban (az at-
mend folyambdl ugyanannyit vontunk le, mint amennyit hozziadtunk). A médo-
sitdsok utdn az S-hez és T-hez illeszkeds éleken dramld mennyiség 0, gy eze-
ket figyelmen kiviil hagyhatjuk. Ha még a (¢, s) éIrdl és a rajta atmend folyam-
16l is elfeledkeziink, akkor azt kapjuk, hogy a G élein értelmezett g(u,v) =
flu,v) + k(u,v) fiiggvény s és t kivételével mindeniitt eleget tesz a Kirchoff-
torvénynek. Legyen most u — v egy éle G-nek. A

0 < flu,v) < d'(u,v) = clu,v) — k(u,v)

egyenlStlenségekbd] latjuk, hogy k(u,v) < f(u,v) + k(u,v) < c(u,v). It a
kozépen 4116 mennyiség nem mds, mint g(u,v). Tehdt g tényleg egy folyam a
H = (G, s,t,c, k) hilézatban.

A megforditdst gy bizonyitjuk, hogy egy H-beli g folyambdl egy alkal-
mas f-et konstrudlunk. Ezt lényegében az el6z8 eljdrds forditottjaval tehetjiik
meg. Elészor egy f' fiiggvényt definidlunk a H' élein. Legyen f'(¢,s) = g/,
fu,v) = g(u,v), hau — v € Eés f/(S,v) = f'(v,T) =0, hav € V. Az
igy kapott ' a V U {S, T} minden pontjdban betartja a Kirchoff-térvényt. Ezutdn
médositjuk f’-t. Egymds utdn véve az (u,v) € E éleket adjunk k(u,v)-t f'(S,v)-
hez és f'(u, T)-hez, és vonjunk le k(u,v)-t az f'(u, v)-bSl. Az el6z6ek mintdjira
konny{i megmutatni, hogy az eredményiil kapott f egy maximdlis folyam a ' ha-
[6zatban, amelyre |f| = Z(u,v)eE k(u,v). Ennek a részleteit az olvaséra hagyjuk.
0
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A tételbdl kovetkezik, 'hogy folyamalgoritmus alkalmazésaval O(en?) 1épés-
ben eldonthetd, hogy van-e folyam a (G, s, t, ¢, k) hdlézatban (n a G pontjainak,
e pedig az €éleinek a szdma).

Feladat: Tegyiik fel, hogy a H' konstrukcidjdban a t — s élhez oo helyett egy
d > 0 kapacitdst rendeliink. Mutassuk meg, hogy az igy médositott H'-héz ponto-
san akkor létezik 3, e g k(u, v) érték maximilis folyam, ha #{-ban van olyan
g folyam, amelyre |g| < d.

Feladat: Tegyiik fel, hogy a H = (G, s,t, ¢, k) hdlézathoz tartozé Kapacitdsok €s
alsé korlatok mind egészek. Legyen d € Z. Igazoljuk, hogy ha a ‘H-hoz van olyan
g folyam, amelyre |g| < d, akkor olyan g* folyam is van, amelyre |g*| < d szin-
tén teljesiil, és ezenfeliil a g*(u, v) szdmok mind egészek. (A H, d parhoz tartozd
H' hdlézat kapacitdsai mind egészek. Ennek egy egész értékkészletd maximalis
folyamabol a tételbeli eljarast kovetve kaphatunk egész értékkészietli g*-ot.)

Egy iitemezési feladar

Zéarépéldaként egy iitemezési feladatot kdrvonalazunk, amihez — taldn kissé
varatlanul — egy alsé korldtokkal rendelkez8 hdlézat ad megoldast. Tegytk fel,
hogy egy légitirsasdg a Jy, J, ..., J,, jdratokat szeretné lizemeltetni, és d da-
rab azonos tipusii (mondhatni: csereszabatos) repiilégépe van erre a céira. Minden
Ji, J; jaratpdrra ismert, hogy van-e elég idS arra, hogy a J; teljesitése utdn egy gép
felkésziiljon a J; repiilésére. Ha J;, J;-re a vdlasz igenld, akkor azt mondjuk, hogy
Jj kovetheti Jj-t.

A kovethetSségi viszonyok — melyek egy irdnyitott grifot jelentenek a jdratok
halmazdn — ismeretében szeretnénk eldonteni, hogy megvaldsithatdk-e a jdratok
legfeljebb d repiilégéppel.

Egy olyan hdlézatot készitiink, amelyben a J; légijdratnak két cstics, 7 és ¢,
valamint az 7 — i’ &l felel meg (1 < i < m). Ha J; kovetheti J;-t, akkor vezessiink
irdnyitott élet '-bdl j-be. Vegyiink még fel egy s forrdst és egy ¢ nyeldt, és adjuk a
halézathoz az s — 1 és 7’ — t éleket (1 < ¢ < m). Az Osszes él kapacitdsa legyen
1. Az i — ¢ alaka élek alsé korlatja legyen 1, a tobbi €l€ pedig 0.

Allitas: A Jp, Jo, ..., Jm jdratok akkor és csak akkor teljesithetok legfeljebb d
géppel, ha a hdldzathoz van olyan g folyam, amelyre |g| < d.

Bizonyitas: Tegyiik fel el6szor, hogy Iétezik egy g folyam a hdl6zaton, amelyre
lg| < d. Az el6z6 feladat alapjdn feltehetS, hogy g minden €len egész szamot vesz
fel. Ebbd! a kapacitdsok és a korldtok figyelembe vételével adddik, hogy g(u,v) €
{0,1} minden u — v irdnyitott élre. Vegyiik szemiigyre azt a részgréfot, aminek
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az élei az egységnyi folyamot szillité élek. Ez — az élidegen utakndl latott médon —
felbonthaté legfeljebb d darab

(t) S vy i) =iy b = i i) >

it egyesitésére. Két ilyen vtnak s €s t kivételével nincs k6z0s pontja. A (1) vt
létezése azt jelenti, hogy a J;,, Jy,, ..., J; jdratok egy géppel teljesithetSk. A
k(i,i') = 1 feltételek miatt minden (i,4') €l szerepel valamelyik ilyen dton. Tehit
legfeljebb d géppel tényleg minden jarat lebonyolithatd.

Forditva, tegyiik fel, hogy van egy legfeljebb d gépet haszndlé, minden jaratot
teljesits litemezésiink. Nézziik ebben egy gép egymds utdni feladatait. Ha ezek a
Jiys Jigy - - - Ji, jdratok (ebben a sorrendben), akkor a (1) tit éleit a hdlézat tartal-
mazza. Ezen az tton egységnyi folyamot kiildhetiink s-bsl ¢-be. Ezt minden gépre
elvégezve egy legfeljebb d értékid g folyamot kapunk. A kapacitasfeltételek telje-
siilnek, mert az gy kapott (1) utaknak s és t kivételével nincs kozos élik, hiszen
egy jarat egy géphez tartozik. Az (i,1') élekre kiszabott g(i,4') > 1 feltételeket is
megtartjuk, mert az iitemezésben minden jdratnak van gazddja. Megdllapithatjuk
immadr, hogy ¢ cleget tesz a kovetelményeknek. O

Feladat: Mutassuk meg, hogy a kovethetségek grafjanak és d-nek az ismeretében
O(m*) 1épésben eldonthets, hogy van-e a J1, Ja, ..., Jn, jratoknak legfeljebb d

géppel valé titemezése. (Az elGzbek segitségével alakitsuk at a feladatot maximalis
folyam meghatarozdsavd; ennek megolddsdra haszndljuk Dinic médszerét.)



