9.

Néhany altalanos
algoritmus-tervezési modszer

Minden felfedezett igazsdgot szabdlyként haszndlva fel mds igazsdgok
felfedezésére ... szdmos olyan problémdt oldottam meg, amelyet azeldtt
igen nehéznek tartottam... RENE DESCARTES

Problémakat megoldani, algoritmusokat tervezni kreativ folyamat. Ezért nem is
véarhatunk biztos recepteket, amelyek segitségével mindig elboldogulunk. De nem
is vagyunk teljesen fegyvertelenek: vannak olyan otletek, médszerek, megkoze-
litések, amelyek sok esetben sikeresnek bizonyultak hatékony algoritmusok ter-
vezésében. Ezek a moddszerek konkrét feladatok hatékony megolddsaibdl krista-
lyosodtak ki, vdltak szabdllyd a descartes-i értelemben. Olyan dltalanos technikdk
ezek, amelyek feladatok széles korére alkalmazhaték. Mar az eddigiek sordn is
taldlkoztunk néhany ilyen elvvel.

Az oszd meg és uralkodj stratégia lényege, hogy a feladatot megprobaljuk
visszavezetni, ,felvigni" ugyanezen feladat sokkal kisebb példdnyaira tigy, hogy
ezek megoldasaibol az eredeti probléma megolddsa gyorsan &sszerakhato legyen.

Példak:

1. A bindris keresés sordn egy kérdéssel a keresési tartomany méretét a felére csok-
kentjiik. A hatékony keresdfik alkalmazdsakor is ilyesmi torténik. Egy Osszeha-
sonlitdssal visszavezetjiik a feladatot egy jéval kisebb méretd hasonléra (feleakko-
rdra, vagy még kisebbre, mint pl. a B-faknal).

2. Az 6sszefésiiléses rendezésnél két feleakkora méretll részfeladatra vdgjuk az
eredetit. Ezek megoldidsdbdl gyorsan adodik — Osszeféstiléssel — a globdlis megol-
das.
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3. A gyorsrendezés particiés 1épésének a célja a probléma hatékony kettévigdsa.

Az oszd meg és uralkodj elv kiiléndsen akkor tud eredményes lenni, ha a vagds
eléggé egyenletes, mas széval a kapott részek nagyjabol egyenlé méretiiek. J61 mu-
tatja ezt a gyorsrendezé€s, ami akkor bizonyul lassinak, ha a particids 1épésekben
kapott vdgdsok nem eléggé egyenletesek. Azt is érdemes meggondolni, hogy az 1.
és 2. példak modszereinek elemzésében, az igen kedvezd korldtok levezetésében
fontos szerepet jatszott a vagasok egyenletessége.

A mohé mdédszer néhany alkalmazédsaval is taldlkoztunk mdr. Az elv valami
olyasmit mond, hogy a feladat megoldasa sordn a kovetkezd 1€pés legyen a lehetd
legjobb a rendelkezésre allok koziil; itt a legjobb valami egyszer(, konnyen el-
lenérizhet§ kritérium szerint értendS. Ugy is mondhatjuk, hogy mindig valamiféle
,»helyi”, messze nem a teljes képet figyelembe vevd optimumot vdlasztunk, és re-
méljiik, hogy ezek a vilasztisok &sszességiikben j6 megolddshoz vezetnek. Ezt az
egyszerliségre torekvést két nem teljesen fliggetlen tényezs motivélja. Egyrészt a
teljes kép dltaldban td) bonyolult ahhoz, hogy egy pillantisra megértsiik. Masfeld]
egyszeriibb szempontok alapjan kénnyebben, gyorsabban tudunk valasztani. Lat-
tunk szép példdkat olyan esetekre, amikor a mohd megkozelités megalapozott —
ide sorolhaték Dijkstra, Kruskal és Prim médszerei. Mindhdrom médszernél meg-
figyelhetd, hogy egyszeri mohé valasztisok sorozatdval érik el a kivant megolddst.

Természetesen ennek, és a tobbi tervezési szemléletnek is megvannak a kor-
latai. A mohdé mdédszer kritikdjaként gyakran emlitik a kovetkezd metaforat: kép-
zeljik el, hogy a célunk a Mount Everest megmadszdsa. Azt a mohé megkozeli-
tést alkalmazzuk, hogy a kdvetkez8 Iépésiinket mindig abba az irdanyba tessziik,
amerre legmeredekebb az emelkedés. Vildgos, hogy ily médon legtobbszor valami
kis dombtetSn akadunk el. Mindez arra mutat, hogy a médszer alkalmazhatdsdgat,
az altala elérhetd eredmény mindségét kortiltekintden meg kell vizsgdlni.

A gyorsrendezés meggy6zGen példizza a véletlent hasznalé médszerek ere-
jét. Az algoritmus gyakorlati sikerének a kulcsa a particiondlé elem véletlen va-
lasztdsa. Az ilyen médszerekkel — kiemelkedé fontossdguk miatt — részletesebben
foglalkozunk ebben a fejezetben.

Eddig példaként csupa hatékonyan kezelhetd problémdt emlitetiink. A bemu-
tatdsra keriils tovabbi technikdk nehéz problémak kezelésére is alkalmasak. Mit
virhatunk az ilyen esetekben? Szélsebes megolddsokat nem, hiszen nehéz fela-
datokrdl van sz6. Példdul a tudomdny mai dlldsa szerint kevés a remény, hogy
NP-nehéz feladatok megolddsdra igazdn hatékony (polinom idejd) médszereket
taldljunk. Mégis, szdmos gyakorlati probléma megkoveteli, hogy ilyen (vagy még
nehezebb) feladatokra is adjunk valamilyen, természetesen minél jobb megoldd
médszert. Lehetséges és gyakran értelmes célkitfizés az, hogy a kézenfekvd, min-
den lehet8séget végignézd (igen gyakran butdnak, bambdnak, stb. aposztrofdlt)
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modszereknél jobbat taldljunk. Masféle viszonyuldst jelentenek a kozelité maéd-
szerek, melyek akkor jonnek széba, ha a pontos megoldasndl kevesebbel is beér-
jlik. Az eldgazas és korldtozas elnevezésli modszert kifejezetten a nehéz felada-
tok esetén haszndljdk. A dinamikus programozas konnyii és nehéz problémakra
egyardnt hasznos lehet. Végezetiil itt targyaljuk a prekondiciondlds médszerét.
Ez leggyakrabban afféle munkaszervezési otletnek tekinthetd, amivel egy feladat
egyszerre tobb példdanydnak a megoldasdt lehet gyorsitani.

9.1. Elagazas és korlatozas

A mddszer angol neve branch-and-bound. Olyan esetekben szokds alkalmazni,
amikor a megoldand¢ feladat természetes médon vezet egy 6ridsi gydkeres irdnyi-
tott fa teljes, vagy részleges bejardashoz. A fat gyakran nevezik a feladat fdzisteré-
nek. A fa dltaldban olyan hatalmas, hogy nem érdemes (olykor nem is lehetne)
egyszerre tdrolni minden csicsit. Vannak viszont szabdlyaink, amelyekkel egy
cstics leszdrmazottait el6 tudjuk dllitani. Ezt szokdsos kifejezéssel generaldsnak
nevezziik. A feladat dltaldban azt koveteli, hogy a fa igen sok csticsérdl rendelkez-
ziink informécidval. Az eldgazds és korldtozas modszere ezt az informacidgytjtést
igyekszik gazdasdgosan megszervezni.

Els6 példaként nézziik egy sakkallds értékelésének a problémdjat. A cél annak
a meghatarozdsa, hogy melyik fél — vildgos vagy sotét — dll jobban, és mi(k) a he-
lyes 1épés(ek). Képzeljiink el ehhez egy fat; ennek csucsai sakkélldsok, megjeldlve
azzal, hogy melyik félen van a 1épés sora. Egy csicsbdl (dlldsbdl) €1 vezet a be-
16le egyetlen 1€péssel megkaphaté alldsokba. Tobb sakkozé program haszndlja ezt
a szemléletet. Az allas értékének megdllapitasdhoz az alatta levd részfa csucsait
kellene értékelni. Ez azonban til nagy, tilsdgosan id&igényes vallalkozds lenne.

fazistér

7agjuk le

Az eldgazds azt jelenti, hogy vessziik (generdljuk) az éppen vizsgdlt cstcs fiait,
bizonyos esetekben egy korldtos mélységig a tovdbbi leszdrmazottait is. A gene-
rdlt csicsok vizsgalata alapjdn dontjiik el, hogy merre menjiink tovdbb lefelé a
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faban. Ebben fontos szerepet jitszanak a korldrozd heurisztikdk. Ezek a feladat tu-
lajdonsdgaibdl eredé megfontoldsok, amelyekkel igyeksziink minél t&bb cstcsot
és egyszerre azok leszarmazottait is kizdrni a tovabbi keresésbdl.

A sakk esetén az eldgazds azt jelenti, hogy generdljuk a néhdny 1épésben elér-
het$ allasokat, és azokat valahogy értékeljiik. Korldtozd heurisztika lehet, hogy
nem nézziik azokat az Agakat, ahol vezért vesztiink. Természetesen a komoly
sakkprogramok tobbféle, a fentinél sokkal finomabb és bonyolultabb korldtozé
heurisztikat haszndlnak. A korldtozé heurisztikak alkalmazdsdval dgakat tudunk
levagni a fardl, és csak az esélyes, a tdlélé irdanyokkal foglalkozunk tovabb.

A kovetkezdkben egy kevésbé bonyolult példat vesziink szemiigyre: maxima-
lis fiiggetlen halmaz keresését grafokban. A probléma eldontendd viltozatdrd! tud-
juk, hogy NP-teljes.

Legyen G = (V, E) egy n ponti egyszer( irdnyitatlan graf. A célunk az, hogy
taldljunk egy maximalis méretd H C V fiiggetlen halmazt. A kézenfekvd mddszer
az lenne, hogy végignézziik V Osszes részhalmazat, mindegyikrsl eldéntve, hogy
fiiggetlen-e. Ez 2" részhalmaz végigbogaraszisat jelentené. Probaljuk meg ennél
tigyesebben csindlni. Az esetek végignézésében alkalmazzuk a kovetkezd, igen
egyszer(i korldtozé heurisztikat:

Eszrevétel: Ha G-ben minden pont foka legfeljebb kettd, akkor a feladat linedris
idében megoldhato, hiszen ekkor G izoldlt pontok, utak és kordk diszjunkt unidja.
Minden ilyen komponensben gyorsan taldlhatunk maximdlis fiiggetlen halmazt:
komponensenként minden ,,mdsodik" pontot bevessziik a halmazba.

(izoldlt pontok)

(ONONO
G—5—

Ezt hasznélja az MF() algoritmus, aminek az inputja a G graf.

MF(G)
1. Ha G-ben minden pont foka < 2, akkor MF(G) az el6bbi eljards altal adott
maximdlis fiiggetlen halmaz, és a munkit befejeztiik.
2. Legyenz € G, fok(z) > 3.
S1 = MF(G \ {z})
Sy := {z} UMF(G \ {z és szomszédai}).
3. Legyen S az S7 és Sy kozil a nagyobb méretdi, illetve akdrmelyik, ha
|51] = [Sal.
4. MF(G) := S.
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A mddszer helyességének megértéséhez elég meggondolni, hogy egy maxima-
lis fiiggetlen halmaz vagy tartalmazza z-et, és ekkor a szomszédait biztosan nem
(ilyen halmaz keriil S2-be), vagy nem tartalmazza z-et (maximalis méretd ilyen
halmaz keriil S1-be).

Nézziik ezutdn az eljards koltségét. Legyen T'(n) az MF(G)-n (| V(G) |< n)
beliili MF hivdsok maximdlis szdma, beleértve MF(G)-t magat is.

Allitas: Van olyan c dllands, hogy T(n) < ¢y, tetszbleges n természetes szdmra,
ahol vy av* — 43 — 1 = 0 egyenlet pozitiv gyoke (v = 1, 381).

Bizonyitds: Legyen t(n) := T(n) + 1. Az eljirds szerkezetéb8l azonnal kap-
juk, hogy T'(n) < T(n — 1) + T'(n — 4) + 1, han > 4. Innen adédik, hogy
t(n) < t(n —1)+t(n —4), han > 4. Ezutdn elég megmutatni, hogy #(n) < ¢y"
teljesiil alkalmas c-vel, mert T'(n) < t(n). Indukciét haszndlunk. A kivant egyen-
16tlenség n < 5-re alkalmas (elég nagy) c-vel elérhetS. Ezutan, ha n > 5, akkor
alkalmazhat6 az indukcids feltevés:

tn) <t(n—1)+t(n—4) <y Hey = oy PP +1) = ey iy = ey
Az utolsé el6tti egyenl&ségnél haszndltuk a + definialé egyenletét. O

A hivdsok elétti és utdni munka O(n?) alkalmas d-re. Ezt a koltséget
az MF(G) hivdsra terheljiik. fgy becsiilve az 6sszes munka O(n?T(n)) =
O(n%y™) = O(1,381"). Itt figyelembe vettiik, hogy v < 1, 381. A kapott médszer
tehat, bar a korlat itt is exponencialis, jéval gyorsabb, mint az sszes eset végigné-
zése. Ennél a példdnal a fa csicsainak az MF()-hivdsokat tekinthetjiik. Az MF(G)
fiai a 2. [épésben megadott hivasok. A G grifhoz tartozé csicsnak nincs tovibbi
fia, ha az 1. 18pésben végziink (sikeres korldtozas), és két fia van kiilonben.

Az eldgazds és korlatozas médszerének masik alkalmazasaként vegytk szem-
tigyre a 3 szinnel vald szinezés feladatdt. Az eldontési probléma itt is NP-teljes.
Mint elébb, legyen G = (V, E) egy n ponti egyszer( irdnyitatlan grif. Szeret-
nénk megadni G egy j6 3-szinezését, ha egyaltalan létezik ilyen. A kézenfekvd
modszer a csicsok 37 szinezésének a végignézése lehetne. Korlatozé heurisztikdt
ad a kovetkezd észrevétel: ha kijeldltiik az egyik szinhez tartozé csicsokat, mond-
juk a pirosakat, akkor polinom id8ben ellenSrizhets, hogy ez a részleges szinezés
kiteljesithet-e j6 3-szinezéssé. Valéban, mindossze arrdl kell megbizonyosodni,
hogy a piros pontok k6zott nem fut él, tovibba, hogy a szinezetlen pontok 4l-
tal feszitett graf kiszinezhetd két szinnel. Mindkét részfeladat legy(irhetd polinom
idGben.

Feladat: Mutassuk meg, hogy az eldbbi korldtozd heurisztika alkalmazdsdval a
3-szinez€s feladata megoldhaté O(2"n¢) idSben, ahol ¢ > 0 dllandé.
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9.2. Dinamikus programozas

A dinamikus programozds mddszere gyakran haszndlatos valamilyen numerikus
paraméterektd] fiiggd érték optimumanak a meghatarozdsara. Lényege, hogy az
optimumot (optimalis megolddst) alkaimas kisebb részfeladatok optimumabdl (op-
timalis megoldasabol) prébdljuk eldallitani. A dinamikus programozast hasznald
algoritmusok vezérlési szerkezete gyakran emlékeztet egy tdbldzar szisztematikus
(pl. sorrdl sorra haladd) kitSltésére. A tabldzat kitltését dltaldban egy rekurziv
osszefiiggés teszi lehetévé, ami alapjdn a bejdrasi sorrend szerint kordbbi elemek-
bdl meghatdrozhatok a késébbiek. A kapott médszer koltségét tobbnyire a kitol-
tendd tdbldzat mérete hatdrozza meg. A rekurziv Osszefliggés megtaldlasdban sok-
szor a segitségiinkre van az oprimalitds elve, amivel a Bellman—Ford- és a Floyd-
moédszernél mér taldlkoztunk.

A dinamikus programozdsnak vannak erételjes alkalmazédsai a konny( és ne-
héz probiémadk korében egyarant. Miikodését néhdny példdn keresztiil szeretnénk
bemutatni.

1. Binomialis egyiitthatok szamitisa
Tegyiik fel, hogy az (2) binomidlis egyiitthaté értékére vagyunk kivancsiak. Le-
hetséges utat jelent a jO] ismert

(%) ny (n-1 n n—1

k) \k-1 k
azonossdg hasznélata. Ennek segitségével a kisebb n értékektS] a nagyobbak felé
haladva adddnak a binomidlis egyiitthaték: ha az Osszes (";1) értéket ismerjlik
(0 < j < n—1), akkor az (}) alakd egyiitthatok egy-egy dsszeaddssal megkapha-

ték. Az elindulds lehetSségét az (7y) = () = 1 értékek biztositjak. Tulajdonkép-
pen a nevezetes Pascal-hdromszog (egy haromszog alaki tdbldzat) kitoltésérdl van
sz6. Az algoritmus csak Osszeaddsokat haszndl, ezért gyakorlati szempontbdl is
¢rdekes lehet olyan aritmetikai kornyezetben, ahol az Gsszeadds sokkal gyorsabb,
mint a szorzas.

A dinamikus programozds afulrdl épitkezd, a kisebb esetektdl a nagyobbak
felé mend stratégidja gyakran hatékonyabb alternativat kindl a rekurziv eljardsok
feliilrdl lefelé haladé felfogdsdval szemben. A binomidlis egyiitthatok szamitdsa
JOl mutatja ezt. A (x) dsszefiiggés alapjan megirt rekurziv eljéras drnyoldala, hogy
tobbszor is kiszdmitja ugyanazokat a (kozbiilsG) binomidlis egytitthatékat. Példdul
az (Z) szamitasakor az (’Z:f) egyiitthatot kétszer is kiszdmoljuk. A dinamikus
programozés gondolatdt kévet§ médszer kikiiszoboli ezeket az ismétlSdéseket.
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2. A Hatizsak probléma

Adottak az sy, . .., s, stilyok, a b silykorlat, a vy, ..., v, értékek és a k értékkor-
lat. A kérdés, hogy van-e olyan I C {1,...,m} részhalmaz, melyre teljesiil, hogy
Dicr $i Sbés Y v > k. Feltessziik még, hogy a szerepld mennyiségek mind
pozitiv egészek. A feladatrdl lattuk, hogy NP-teljes.

Itt most egy dinamikus programozdst hasznilé megoldast ismertetiink. Szeret-
nénk a feladatot visszavezetni kisebb hasonlé problémadkra. Ilyenkor gyakran se-
git, ha a feladatban megadott bizonyos paramétereket viltozénak tekintjiik, és egy
értelmes tartomanyban ,.futni hagyjuk". (Ez az &tlet er6s eszkéz a programozdsel-
méletben, amikor ciklusinvaridnst keresiink.) A mi esetiinkben az m és a b lesznek
ezek a paraméterek. Pontosabban fogalmazva legyen v(¢, a) a maximélis elérhetd
érték az sq, ..., s; stlyokkal, vy, ..., v; értékekkel és a silykorlattal megadott fel-
adatra (mivel a maximalis értéket keressiik, nincs sziikség értékkorlatokra). Ekkor
v(0,a) = v(Z,0) = 0 tetszSleges a és i természetes szamokra, és célunk a v(m, b)
mennyiség meghatdrozdsa, illetve annak eldontése, hogy fenndll-e a v(m, b) > k
egyenlStlenség. A feladat tgy is felfoghatd, hogy meg akarjuk hatdrozni az m + 1
sorbdl és b + 1 oszlopbdl 4ll6 [v(i, )] tablazat (m, b) poziciéji elemét.

keresett
érték

A tdblazat O indexii sordban, illetve oszlopdban az értékek ismertek. Az érde-
kesebb helyeken levé szamok meghatdrozdsaban segit a kovetkez6 egyszerti Ossze-
fiiggés:

v(i,a) = max{v(i — 1,a);v; +v(i — 1,a — s;)}.

Indokldsul megjegyezziik, hogy a jobb oldalon az els§ mennyiség az i-edik
sdlyt nem tartalmazé vélasztdsok optimdlis értéke, a masodik pedig az ¢-edik sulyt
tartalmazé vélasztdsok optimdlis értéke (mindkét esetben a silykorldt mellett). Itt
is érvényesiil az optimalitds elve: ha a v(i,a) értéket adé kitdltésben az s; sily
szerepel, akkor a zsdkban levd tobbi (az s1, 82, .., 8i—1 koziil kikerild) silynak
optimdlis kitoltést kell adnia az a — s; siilykorlattal.
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Az Osszefliggés alapjdn a tdblazat kitolthetS gy, hogy vessziik rendre az
1,2,...,m indext sorokat, ezeken beliil pedig az a indexet névelve haladunk.
A tablazatnak mb eleme van. A médszer logaritmikus koltsége O(bL), ahol L az
input hossza. A mddszer nem polinomidlis idejii, mert b mérete {log,(b + 1)], az
input hossza pedig

m

L= ([logy(si + 1)] + [logy(vi + 1)) + [logy(k + 1)] + [logy(b + 1)].

g=x1

Maisfeld! madr a tablazat mérete is legaldbb mb, ami L-hez képest exponencidlisan
nagy is lehet. Ha viszont b nem til nagy a tébbi input paraméterhez képest, akkor
a médszer akdr polinom ideji is lehet. Ezt most pontosabban is megfogalmazzuk.

Definicié: A b egész undris dbrazoldsa: 0° := 0--- 0 (Jsszesen b darab 0 egymds
utdn).

Definicié: Egy feladat egy egész input paramétere apré, ha undrisan szdmitjuk
bele az input hosszdba.

Ha a b paraméter apr6, akkor az input méretéhez val6 hozzéjaruldsa |b| és nem
[logy(b + 1)), mint a bindris megadas esetén. A b-t akkor érdemes aprénak tekin-
teni, amikor az unaris dbrdzoldsa az inputban nem névelné meg az input méretének
nagysdgrendjér. Ez teljesiil, ha |b| felilrdl becsiilhetd az input mas OsszetevSi mé-
retének egy polinomjdval. Példdul a Hétizsdk feladatndl ha b < m?®, akkor b-t
szemlélhetjiik dgy, mint egy aprd paramétert. Ez természetesen nem jelenti azt,
hogy b-t undrisan kell dbrdzolnunk az inputban; arrél van csupan sz6, hogy a kolt-
ségszamitasndl az undris hosszdt vessziik figyelembe.

Kovetkezmény: A Hditizsdk probléma aprd siilykorldt esetén megoldhato polinom
idében.

Igazoldsul elég annyi, hogy ekkor L > b, tehit a futdsi 1d6 az input hosszanak
polinomjaval becsiilhets: O(L?).

Feladat: A Haitizsdk probléma apré értékkorldt esetén megoldhaté polinom ido-
ben.

3. Legrévidebb utak grafokban

Itt egy kordbban megismert algoritmusra pillantunk ismét, felismerve rajta a dina-
mikus programozis gondolati jegyeit. Ez Floyd médszere az Gsszes pontpar ko-
z6tti tdvolsag meghatdrozasdra: adott a C adjacencia madtrixéval egy sulyozott é14
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G irdnyitott graf, aminek csicshalmaza V' = {1,2, ..., n}. Feltessziik, hogy G-
ben nincs negativ Osszsilyu irdnyitott kor. A médszer k = 1,2,... n-re sorban
meghatdrozza az Fi[i, j] értékeket, ahol az Fy[i, j] a legrévidebb olyan 1 ~» §
utak hossza, melyeknek a kozbiilsé pontjai az 1,2, ... k cstcsok koziil valsk. A
szdmitds alapja az

Fk[l,]] = min{Fk_l[i,j], Fk_l[i, k] + Fk_l[k‘,j]}

rekurzié. A kezdSértékeket a C matrix adja: Fy[7, 5] := C[t, j]. Itt is arrdl van sz,
hogy az egyre Osszetettebb (egyre tobb kozbiilsé pontot megengedd) optimumokat
az egyszeribbekbd! szarmaztatjuk. Az algoritmus felfoghat6 egy térbeli tabldzat
laprél lapra halad6 kitSltésének. Legyen ugyanis Bk, 4, j] = Fi[t, 7]. Tulajdon-
képpen a B tomb értékeit hatdrozzuk meg a B[0,1, j] (1 < i,j < n) laptdl indulva.
Floyd mddszerének elegdns, helytakarékos vondsa, hogy ez kivitelezhetd egyetlen
n-szer n-es tomb alkalmazdsdval (amit az algoritmus lefrdsakor F{i, j]-vel jelol-
tiink).

Feladat: Adott az A[l:n,1:n] kétdimenziés Boole-tdmb. Adjunk O(n?)
uniform koltségli maodszert az A-beli legnagyobb csupa egyesbdl 4ll6 négy-
zetek egyikének a megkeresésére. Pontosabban: hatdrozzuk meg a legna-
gyobb olyan 0 < k < n egészet, melyhez vannak olyan i, indexek, hogy az
Afi:i4+k,j: j + k] résztomb minden eleme egyes.

9.3. Kozelito algoritmusok

Ne rdnts t6rt, ha egy pofon is megteszi.
SKOT KOZMONDAS

Eléfordul, hogy egy nehéz algoritmikus problémadval keriilink szembe, de ele-
gendd a céljainkhoz a megoldés (tipikusan valamilyen optimum) elég jé kozeli-
tése. Bizonyos esetekben igen egyszer( és hatékony mddszerekkel kaphatunk az
optimdlishoz kozeli eredményt. Erdemes lehet kizelité médszert hasznélni akkor
is, ha a problémdra van ugyan gyors médszer, de egy a céloknak megfeleld koze-
litést még gyorsabban ki lehet szdmitani. Lassunk ezutdn néhéany példat!

1. Sok fiiggetlen él kivalasztasa egy grafbél
Legyen adott éllistdval az n pontd és e élii G = (V, E) irdnyitatlan graf. Szeret-
nénk minél nagyobb méretii E/ C E fiiggetlen élhalmazt taldlni. (Az E' élhalmaz
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fiiggetlen, ha semelyik két E'-beli élnek sincs kozos végpontja.) Ez kezelhets fel-
adat. Egy maximdlis méreti £’ a kordbban haszndlt terminolégiank szerint maxi-
malis pdrositds, ami polinom id6ben taldlhats. A pdros grafok esetét részletesen
targyaltuk a grafalgoritmusokrdl sz6l6 részben. Maximdlis pérositds (tetszdleges,
tehat nem feltétleniil pdros grafban is) épithetd ugyan polinom idében, de az ismert
algoritmusok elég id6igényesek. El6fordulhat mdsfeldl, hogy elegend$ egy nagy
fiiggetlen élhalmaz, ami esetleg nem maximadlis. Szerencsét probalhatunk példaul
a kovetkez8 mohd otlettel:

Kezdetben legyen E' = (. Vegyiink egy e € E élet, tegyiik E'-be, majd toréljiik
E-bél azokat az éleket, amelyeknek van e-vel kizds végpontjuk. A megmarado élek
koziil tegyiink egy f élet E'-be, majd toroljiik az f-fel kizds végpontii éleket, stb.
egészen addig, amig E el nem fogy.

A fenti igen egyszeri médszer nagyon gyorsan, O(n + e) koltséggel megva-
16sithatd. A kapott E' tovabb mar nem bévithetd fliggetlen élhalmaz. Ha egy ilyen
halmaz is megteszi, akkor felesleges az idGigényesebb médszerekhez fordulni.

Feladat: Legyen a G-beli maximilis fiiggetlen élhalmazok elemszdma k. Mutas-
suk meg, hogy a fenti algoritmus dltal kivalasztott E' élhalmaz mérete legalabb
k/2.

2. Ladapakolas

A kovetkezSkben a Ladapakolds feladat (angol nevén: Bin packing) néhany
egyszerd és nevezetes kozelitd megolddsdt mutatjuk be. Inputként adottak az
S1,...,8m (raciondlis) silyok, 0 < s; < 1. A cél a silyok elhelyezése minél
kevesebb 1 silykapacitdsi ldddba. Tudjuk, hogy a probléma dontési feladatként
megfogalmazva NP-teljes.

oz

Igen egyszeri és természetes kozelits algoritmus az F'F'-mddszer (first fit, ma-
gyarul elsé alkalmas). Vegyiink el8szor iires laddkat, és szdmozzuk meg 6ket az
1,2,..., k egészekkel. Ennyi elSkésziilet utdn ismertethetjik a modszer dltalanos
lépését: tegyiik fel, hogy az sq,...,s;_1 silyokat mdr elhelyeztiik. Ekkor s; ke-
riiljon az elsd (legkisebb sorszamu) olyan laddba, amelybe még befér. Az dbra az
F F-algoritmus miikodését illusztralja.
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Jelolje a Ladapakolds probléma egy I inputjara OPT(I) az optimdlis (mini-
malisan elegendd), F F(I) pedig az F F-mddszer 4ltal eredményezett ladaszamot.

Vildgos, hogy [} 7% 5] < OPT(I), tovabbd FF(I) < [23°7, s;], hiszen
az F'F elhelyezésnél legfeljebb egy olyan haszndlt ldda lehet, amely nincs félig
kitoltve. A két egyenlStlenséget dsszeflizhetjiik, figyelembe véve, hogy tetszGleges
valés z-re [2z] < 2[z].

Kovetkezmény: A probléme tetszdleges I inputjdra teljesiil, hogy FF(I) <
20PT(I).

Valéjiaban ennél sokkal tobb mondhaté (nem bizonyitjuk, nehéz).

Tétel (D. S. Johnson és munkatarsai, 1976): A probléma tetszdleges I inputjdra
teljesiil, hogy FF(I) < [%OPT(I ). Tovabba vannak tetsz8legesen nagy méretii
I inputok, melyekre FF(I) > YL(OPT(I) — 1).

Az F'F tehat igen egyszer(i és gyors médszer, amely eléri az optimum 17/10-
ét. Egy kis javitdssal még jobb eredményt kaphatunk. Az FF D- (first fit decrea-
sing, magyarul els6 alkalmas csokken8) médszer receptje a kovetkezé: eldszor ren-
dezziik a siilyokat nem n6vd sorrendbe, utdna alkalmazzuk az F'F-médszert. Mas-
képpen fogalmazva: az F'F' alkalmazdsanal feltessziik, hogy s1 > s2 > ... 2 8m.
Az el6z6 példa silyai igy eggyel kevesebb laddba bepakolhatok.
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Altaldban érvényes a kovetkezd (nem bizonyitjuk, nagyon nehéz). Itt FF D(I)
jeloli az I inputon az F'F' D-mdédszer dltal adott ladaszdmot.

Tétel (D. S. Johnson, 1973): Tetszbleges I inputra teljesiil, hogy FFD(I) <
%OPT(I ) ++ 4, és tetszblegesen nagy méretii I inputok vannak, melyekre
FFD(I) > LOPT(I).

Az FFD-mddszerrel elérhetjiik tehdt az optimalis érték mintegy 11/9-ét. Az
algoritmus rendkiviil egyszerd, ugyanakkor j6 kozelitést ad. Megemlitjiik még,
hogy az F'F'D-nél valamivel jobb eredményt adé médszerek is vannak, ezek azon-
ban egyszersmind jéval bonyolultabbak is.

3. Euklideszi utazé iigynok

Ez a probléma az Utazd iigynék feladat egy vdltozata. Az n pontd K, teljes
graf élein adott a nemnegativ értékd d sdlyfiiggvény. Erre teljesiil a hiromszog-
egyenlGtlenség: tetszdleges kiilonbdzd u, v, w csicsokra érvényes a

d(u, w) < d(u,v) + d(v,w)

egyenlStlenség (az euklideszi feltétel). A cél egy minimalis 6sszsilyd Hamilton-
kor keresése.

Feladat: Mutassuk meg, hogy az Euklideszi utazd iigynik eldontési valtozata NP-
teljes. (A H nyelvet, a Hamilton-kort tartalmazé grifok nyelvét redukdljuk erre
a nyelvre. Legyen a G grif a H egy inputja. A G éleinek a sdlya legyen 1, a G
komplementerébe tartozé éleké pedig legyen 2.)

J6 kozelitd megoldést kaphatunk a kovetkezdk szerint. Vegyiik elészor a su-
lyozott K, graf egy T minimdlis 6sszstlyi feszitSfajat. Jelolje s a T' fa koltségét
(stlyat). Egy ilyen T' fa hatékonyan kaphat6é Kruskal vagy Prim médszerével. He-
lyettesitsiik a T éleit egy-egy pér ellentétesen irdnyitott éllel: az (u, v) irdnyitatlan
€l helyett az u — v és a v — u éleket vessziik. Az fgy kapott irdnyitott graf legyen
T'. A T'-ben minden pontnak a be-foka megegyezik a ki-fokdval, tehdt van zdrt
Euler-bejarasa. Egy ilyen bejdrds gyorsan szamithatd. frjuk le ezutén a K, csiicsait
egy olyan sorrendben, ahogy az Euler-séta sordn végiglatogatjuk Gket:

(%) U = V1,V2,...,V2p-2,V2p—1 = U.

Ebbdl a sétdbdl a kitérsk levagdsdval fogunk Hamilton-kért kapni. E18szor is meg-
Jegyezziik, hogy a listdn K,, minden csiicsa szerepel, és a listdn szomszédos két
cstcs kozott €l fut T-ben. Az is igaz, hogy a T' egy éle pontosan kétszer fordul
el mint a korsétdn szomszédos csicsok kozotti €. Ebbdl kovetkezik, hogy a (*)
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korséta Osszsiilya éppen kétszerese a T' Osszsilydnak, azaz 2s. Ezutdn a (%) men-
tén haladva megadjuk a K, egy F Hamilton-korét. Legyen a kiindulépont u. Elég
megadni azt a sorrendet, ahogy a K, pontjait F-ben az u pontbél indulva végig-
jarjuk. Tegyiik fel, hogy az u = wuy,uy,...,u; pontokat mar kivdlasztottuk, és
up = v;. Legyen j > i a legkisebb olyan index, melyre teljesiil, hogy v; nincs
az ui,ug, ..., u, pontok kozott. Ha van ilyen j, akkor legyen upy := v;. Ha
nincs ilyen j, akkor sziikségképpen k = n €s a munkit befejezziik az u,; := u
vélasztassal. Minden csics szerepelni fog F-ben, hiszen a (%) lista tartalmazza a
K, 0sszes pontjat. Az u-t kivéve minden pont egyszer szerepel, tehit F' tényleg
Hamilton-kor.

Mit mondhatunk az F Hamilton-kor Osszsulydrél? Ez a mennyiség legfel-
jebb akkora mint a () séta Osszsilya, hiszen — az el6z8 jeldléseket megtartva —
a hdromszog-egyeniStlenség miatt

d(ug, ur41) < d(vi, vip1) + d(vig1, viga) + - +d(vj_1, v5).

Az F osszsulya ezért legfeljebb 2s. Mennyire lesz ez j6 kozelitése a minimum-
nak? Egy Hamilton-korbdl egy élet elhagyva feszit6fat kapunk, aminek az 6ssz-
stilya legalabb s. Ebb&l kovetkezéen barmely Hamilton-kor sulya is legaldbb s. A
médszeriink tehdt kettes szorzé erejéig kozeliti az optimalis értéket.

Megjegyzés: A moédszer lelke a (x) bejdrds konstrukcidja, amit a T’ graf segit-
ségével vittiink végbe. Ez a 1épés szemléltethetS gy, hogy a T fét lerajzoljuk a
sikba, majd az u csucstdl elindulva végigsétdlunk az dgai mellett. Képzeljiik el,
hogy a bal keziinkben egy ecsetet tartunk, és ezt a séta sordn végightizzuk a T
élein, a leveleknél visszafordulva a ,,mdsik oldalra". A séta akkor ér véget, amikor
minden é1 mindkét oldaldt befestettiik. Ekkor éppen az v pontba ériink vissza. A
sorrend, ahogy a graf cstcsait elérjiik, megfelel a 7' egy Euler-konitjanak.

A vazolt fabejaré mdédszer neve Lindstrom-bejdrds. Bizonyos csicsokat eset-
leg tobbszor is meglitogat, de igen hatékonyan megvaldsithaté. ElsGsorban a ko-
vetkezd tulajdonsdga miatt haszndljak bels6 memdriabeli listdk kezelésére.

Feladat: Legyen T egy bindris fa, u a gybkere. Mutassuk meg, hogy az u-bol
indulé Lindstrom-bejdrds megvaldsithaté linedris idejdi, konstans munkateriiletet
hasznalé algoritmussal (igy pl. akkor is, ha nem haszndlhatunk vermet, és nem
frhatunk a fa csicsaiba).
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9.4. Véletlent hasznalé modszerek

s

Es mikor elédllatta volna a Sdmuel az Izrdelnek minden nemzetségit,
taldldk ki sors dltal az Benjdmin nemzetségét. Azutdn az Benjdmin
nemzetségét elédllatd, mindent az & hdza népével, és taldldk kivenni
az Mdtri nemzetségének sorsdt, és azok koziil taldldk az Sault, az Kis-
nek fidt... SAMUEL ELSO KONYVE, 10: 20-21.

Itt olyan szdmitdsokrdl lesz szd, melyekben megengediink valamiféle véletlen va-
lasztasokat. Az ilyen algoritmusok furcsa sajdtossiga, hogy a bemenet és az algo-
ritmus maga nem hatdrozzdk meg egyértelmtien a tényleges 1€péseket, a szamitdsi
idét, olykor magat a végeredményt sem. Mindezekért a bizonytalansdgokért b8sé-
gesen karpétol benniinket a véletlent hasznalé (szokdsos szakkifejezéssel: rando-
mizalt) médszerek hatékonysdga és elegancidja.

Egy példaval mdr taldlkoztunk. A gyorsrendez€s ideje nagymértékben fiigg at-
t6l, hogy a particiondlé elemek mennyire vdgjdk egyforma darabokra a tdmbot. A
particiondld elemek véletlen védlasztdsaval az esetek j6 részében elég egyenletes
vagast kapunk. Gyakorlati szempontbdl a gyorsrendezés randomizélt valtozata a
legjobb az ismert altaldnos rendezd mdédszerek koziil. A randomizélds nem csak
a konny{ feladatok megoldédsakor jon széba. Latni fogjuk, hogy igy olyan prob-
1émék kezelésére kaphatunk hatékony médszereket, melyekre nem ismert gyors
hagyomanyos algoritmus (Turing-gép, RAM program).

A randomizalt médszerekkel szemben két érvet szokas felhozni. Az egyiket
mar érintettiik: a bizonytalansdg, a hiba lehetdsége mintegy bele van tervezve
ezekbe a mddszerekbe. Mint ldtni fogjuk, ettdl nem kell igazan félniink. Gondol-
junk arra, hogy a szamitégépek, amelyeken a determinisztikus médszereink fut-
nak, szintén nem mentesek a hiba lehetségétél. Azt mondhatjuk, hogy egy bizo-
nyos kis pozitiv valdszintiséggel hibdsan mikodnek. A kérdés ezutdn mar csak az,
hogy le tudjuk-e szoritani erre a szintre a randomizélt médszereink hibdzdsi valo-
szin{iségét. (Sokkal ez ald menni nem érdemes, hiszen ezek a médszerek is a mi
gyarlé szamitégépeinken futnak). A vélasz a kérdésre sok érdekes esetben igenld:
a hibavalésziniiség hatékonyan tetszSlegesen kicsivé tehetd.

A masik ellenérv elvi szempontbdl silyosabb. A randomizélt médszerek elem-
z€sénél, viselkedésiik vizsgdlatakor hallgatdlagosan feltessziik, hogy valamiféle
,»igazdn véletlen" bitek kellSen hosszu sorozatdval rendelkeziink, mégpedig dltala-
ban nulla kéltséggel. Valdjaban nem vildgos, hogy mit tekinthetiink véletlen soro-
zatnak, és az még kevésbé, hogy nyerhetiink-e ilyet egyéaltaldn valamilyen termé-
szeti folyamatbél. Nem célunk itt ezeket a filozéfidba nyilé kérdéseket taglalni;
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izgalmasak ugyan, de tudomdsunk szerint kevés algoritmikus tanulsdggal szol-
gdlnak. Gyakorlati szempontbdl mindez sokkal biztatébban néz ki: a randomizlt
modszerek nagyon j6l miikodnek a rendelkezésre dll6 egyszerd, olcsé dlvéletlen
sorozatokkal. Ennek a sz€les korben megfigyelt kedvezd jelenségnek az okdt még
nem érti a szdmitastudomany.

Az els6 példank egy olyan feladat lesz, melyre nem ismert hatékony hagyoma-
nyos algoritmus. Ez a probléma a polinomazonossidgok tesztelése.

Probléma: Adott behelyettesitéssel egy n-vdltozds f € Zlzy,...,z,] egész
egyiitthatés polinom. Tudjuk, hogy deg f < d. El akarjuk dénteni, hogy f azo-
nosan nulla-e.

A feltétel, hogy f behelyettesitéssel adott, azt jelenti, hogy f-fel egyetlen dol-
got tehetiink: értékeket adhatunk a véltozéinak, €s ekkor valamilyen rendelkezé-
siinkre 4116 eljards megadja f értékét az adott behelyettesitésnél. Az eljarast tgy te-
kinthetjiik, mint egy fekete dobozt. Bemenetként adunk neki egy egész komponen-
sekbél 4116 o = (o, ..., ay) vektort; vélaszul a doboz kiadja az f(aq,--.,an)
értéket. Ez az elsS latdsra furcsdnak tding helyzet konnyen el&fordulhat. Megeshet
példaul, hogy f olyan kifejezéssel adott, amit nem lehet gyorsan kifejteni (vagy
mis, céljainknak megfeleld mddon 4talakitani), ugyanakkor konny( a véltozék

adott értékeire f-et kiszdmitani. Példdul tekintsiik az

flzy, 22, ... 2om) = (21 + @2) (23 + z4) - (Tan—1 + Z2n)

polinomot. Ezt kifejtve 2™ tagot kapunk, viszont egy helyettesitési ért€k n Osszea-
déssal és n — 1 szorzassal megkaphat6. Hasonl6 a helyzet a kovetkez6, viltozokbol
4116 determindnssal:

11 ..+ ZTin
D = det

Tpl .-+ ZTnn

A D-t kifejtve n! tagot kapunk, ugyanakkor birmely helyettesitési értéke
O(n?) aritmetikai mivelettel megkaphat6 (Gauss-eliminécié). Mindkét polinom
foka n, a behelyettesités gyors és konny(, a kifejtés nehéz, hiszen tdl nagy a vég-
eredményben a tagok szima.

Probléménkat megfogalmazhatjuk gy is, hogy a d fok fiiggvényében min€l
kevesebb behelyettesitéssel faniit szeretnénk arra, hogy f # 0. Tantn egy a =
(ay,. .., o) egészekbdl 116 vektort értiink, melyre f(a) # 0.

A kovetkezd tétel annak pontos megfogalmazésa, hogy ha f # 0, akkor egy
véletleniil vélasztott o j6 eséllyel tani lesz. Ez szemléletesen nyilvanvald. Kép-
zeljiik el az n = 2 esetet, amikor is f-nek két viltozéja van. Ha f # 0, akkor a
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{(B1,B2) € R%; f(B1, B2) = 0} halmaz egy gorbe a sikon. Vilagos, hogy a girbe
a stk majdnem minden pontjét elkeriili. Egy véletlen pont éridsi eséllyel tanu lesz.
A szokdsos médon Prob(A) jeldli az A esemény valoszintiségét.

Tétel (J. Schwartz lemmadja): Ha deg f < d, és a1,...,an egyenletes elosz-
ldsi, egymdstdl fiiggetlen véletlen elemei az {1,..., N} szdmhalmaznak, akkor
f # 0 esetén Prob(f(a) =0) < &

Bizonyitas: Indukcié n szerint. n = 1 esetén f-nek legfeljebb d gyoke van, igy
Prob(f(a1) = 0) < 7‘(’,—. Legyen n > 1. Fejtsiik ki f-et x; szerint, és legyen
y = (z2,...,2n). Ezzel a jelléssel

f(@) = ho(y) + ha(y)zs + - + hi(y)af,

ahol k < d és hy, # 0. Ha f(a) = 0, akkor vagy az igaz, hogy hi(az,...,an) =
0, vagy pedig az, hogy hy(aa,...,an) # 0és f(a1, az,...,a,) = 0. Mit mond-
hatunk e két nemkivanatos esemény valdszinliségér6l?

Tekintetbe véve, hogy deghr < d — k, az indukciés feltevés szerint
Prob(hi(ag,...,an) = 0) < d—]%,&. Ha pedig (o, ..., an) rogzitett igy, hogy
he(ag, ... an) # 0, akkor Prob(f(ai,az,...,an) = 0) < 7’% hiszen az
g, ..., an, értékek behelyettesitése utdn kapott egyvéltozés polinom foka k.

Annak a valészin(isége, hogy a két nemkivédnatos esemény valamelyike beko-
vetkezik, legfeljebb a két esemény valdszinliségének az Osszege, ami nem tobb,
mint ¢k + £ = 4 O

Kovetkezmény: Az {1,2,...,2d} halmazbol vett véletlen n-komponensii o vek-
tor esetén Prob(f(a) # 0) > 1/2, ha f # 0. Ekkora halmazbdl vdlasztva tehdt
legaldbb 1/2 valésziniiséggel adddik tani. Ha t-szer fiiggetleniil vdlasztunk ilyen
helyettesitést, akkor legaldbb 1 — 517 valosziniiséggel kapunk tanit. O

Ahhoz, hogy taldljunk egy tandt, varhatéan 2 kisérlet elegendd. Ha az f po-
linom T id8ben kiértékelhetS {1,2,...,2d}-beli o; értékekkel, akkor vdrhatéan
2T iddben adédik tand. Altalaban véve tT idokoltséggel 1 — & valdszintiséggel
taldlhatunk tantt.

Térjiink itt vissza egy kicsit a randomizalt médszerek megbizhatésagaval kap-
csolatos kifogdshoz! Képzeljiink el egy roppant megbizhat6 szdmitégépet. Mond-
juk olyat, ami ezer esztendSnyi folyamatos miikodés sordn csak egyszer hibazik.
(Ennyi id6 alatt csak torténik valami, ami megzavarja: kozeli villdamcsapds, ist6-
kos felbukkandsa, tatdrdilds, stb.) Tegyiik fel, hogy ez a hiba egy adott idSinterval-
lumba annak hosszaval ardnyos eséllyel keriil. Ekkor annak a val6szinlisége, hogy
a hiba a kovetkezd ezredmdsodpercben 1ép fel, nagyvonaldan becsiilve is legaldbb



9.4. VELETLENT HASZNALO MODSZEREK 313

(1/2)%°. Az el6z6 eljdrdst 60-szor ismételve a hibds dontés esélye ennél sokkal
kisebbé tehet6. A ¢ alkalmas (és nem til nagy) valasztdsaval tehdt elérhetjiik a
hagyomdnyos algoritmusok biztonsdgat.

Nézziik ezutdn a Schwartz-lemma egy alkalmazdsdt. Legyen G = (L,U;E)
paros graf, L = {l1,.... [} és U = {u1,...,un}. Az M = (m;;) n-szer n-es
matrixot az aldbbi mdédon értelmezziik:

e = | i ha (I;,u;) € E,
Y 0 kiilénben.

Az M matrix elemei tehdt nulldk és fiiggetlen valtozok. Annyi kiilonbozé val-
toz6 szerepel, ahdny éle van G-nek.

Tétel: G-ben akkor és csak akkor van teljes pdrositds, ha det M # 0.

Bizonyitds: A determindns egy tagja kifejtés utdn £myr1)ymar2) * Mpn(n)
alakd, ahol maz 1,...,n szdmok egy permuticidja. Ha egy ilyen tag nem 0, akkor
(li,up)) € E,i = 1,...,n, igy ezek az élek teljes pdrositast adnak. Ha tehat
G-ben nincs teljes pdrositds, akkor det M = 0. Ha viszont van G-ben teljes pa-
rositds, akkor annak egy nem O kifejtési tag felel meg. Kiilonbozé kifejtési tagok
nem ejthetik ki egymast, mert birmely kettSben van két kiilonb6z5 véltozé. Tehat
ekkordet M # 0.0

A det M polinomra alkalmazhatjuk az elGbbieket. Véletlent hasznélé (rando-
mizdlt) médszert kapunk annak elddntésére, hogy van-e G-ben teljes parosités.
Nézziik az eljaras koltségét. Itt deg det M = n, az a; elemeket az {1,2,...,2n}
halmazbdl vdlaszthatjuk. A Schwartz-lemma szerint ha det M # 0, akkor egy
helyettesités legaldbb (1/2) valdszinliséggel tanidt ad. Egy kiértékelés (Gauss-
elimindcié) O(n3) aritmetikai mévelettel (+, —, x, /) elvégezhetd. A fellépd szi-
mok mérete a szamitds alkalmas szervezése mellett legfeljebb log, n!(2n)", ami
O(nlogn). A médszer tehdt vdrhatdan polinom idében' eldonti, hogy van-e G-
ben teljes pdrositas.

Erdekességként megemlitjiik az el6z6 tétel dltaldnositdsat (bizonyitds nélkiil)
tetsz6leges irdnyitatlan grafokra.

'Az Olvaséban felmeriilhet a kérdés, hogy miként viszonyul az itt bemutatott randomizélt algo-
ritmus hatékonysdga a magyar modszeréhez. Bizonyitds nélkiil megemiitjiik, hogy ~ tovibbi tletek
alkalmazasival — a médszer vdrhatd futdsi ideje levihetd O(n®®)-ra. Ez sirli grafok esetén elvben
versenyképes a Koénig-médszer idejével, sét a Hopcroft-Karp-algoritmuséval is. A gyakorlatban
azonban erre a feladatra ma jobbnak tinnek a grafelméleti hattert algoritmusok. :
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Tétel (Tutte tétele): Legyen G = (V,E) egy irdnyitatlan grdf, V =
{vi,...,vn}. Legyen T = (i;;) u kévetkezd mdtrix:

zij  ha (vi,v;) € Eési<j,
ti; = ~xi; ha (vi,v;) € Eési> j,
0 kiilonben.

A G grdfban pontosan akkor van teljes pdrositds, ha det T Z 0.

A pdros grafokra javasolt randomizalt médszer minden nehézség nélkiil mi-
kodik az dltaldnos esetben is. Ekkor det T lesz a polinom, amihez taniit keresiink.

9.4.1. Az RP nyelvosztaly

Kaoszonam, kedves véletlen, fogadd hdlds kdszonetemet!
SOREN A. KIERKEGAARD: Vagy-vagy>

A hagyomdnyos szdmitdsok hatékonysagdnak értelmezésében hasznosak voltak az
1d6- és tarkorlatokkal megadott nevezetes nyelvosztidlyok. Most abbdl szeretnénk
rovid izelitét adni, hogy a randomizdlt szamitisok miként férnek ebbe a keretbe.
Olyan nyelvosztdlyt definidlunk — ez lesz az RP osztdly —, melynek a nyelvei haté-
konyan felismerhetSk randomizalt (véletlent hasznald) algoritmusokkal.

Definicié: Az L C I* nyelv az RP nyelvoszidlyba tartozik, ha van olvan Ly € P
nyelv és ¢ > 0 dallandé, hogy

(i) L ={z € I*,ésvan olyan y € I* 520, melyre | y |=| @ |¢ és (z,y) € L1 },
(i) ha x € L, akkor az | x |° hosszii y € I* szavaknak legaldbb a felére teljesiil,
hogy (z,y) € L.

Vegyiik észre, hogy az (i) tulajdonsdg éppen azt fejezi ki, hogy L € NP. Az
RP-beli nyelvek tehdt egyben NP-beliek is: RP C NP. Ha viszont az L nyelv
polinom id6ben felismerhetd, akkor az Ly = {(z,1);xz € L} nyelvvel és a
¢ = 0 allandéval teljesiilnek a definicié kikotései, vagyis ekkor L € RP is igaz.
A P C RP C NP tartalmazdsi reldciokrdl azt gondoljuk, hogy valédiak; széles
korben elfogadott sejtés szerint az RP nem esik egybe sem a P, sem pedig az NP
nyelvosztallyal.

Legyen L € RP. Az L; nyelv és egy neki megfelel§ polinom idejd algorit-
mus ismeretében az L felismerésére a kovetkezd egyszerd randomizdlt (véletlent

*Johannes szavai amikor hosszii keresgélés utdn végre rabukkant Cordélidra.
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hasznal6) algoritmus kindlkozik. Legyen » € I'* egy input szé. El kell dénteniink,
hogy z € L teljesiil-e. Vilasszunk egy véletlen y € I* sz6t, melynek hossza |z|¢,
és dontsiik el az ((z,y) € L;?) kérdést. Ha a vdlasz igenls, akkor z € L, ellen-
kezG esetben a kovetkeztetésiink: ,,valészinGleg = & L". Vegyiik észre, hogy az
(i) feltétel miatt az igenl6 valasz mindig helyes. Ha van tanu, akkor az z szé az
L nyelvbe tartozik. A nemleges vilasz lehet hibds. El&fordulhat, hogy = € L tel-
jesul ugyan, de rossz tanujel6lt akadt a keziinkbe. Az (ii) feltétel szerint azonban
ennek a balszerencsének a valészintisége legfeljebb 1/2. Nevezziik az itt vizolt
médszert RP-tesztnek. A hibazas valészintisége tetszGlegesen kicsivé tehets a mar
megismert médon: ¢ darab fiiggetleniil vélasztott y kiprébaldsa utdn legfeljebb 51[
a téves kovetkeztetés valoszintisége. Mivel Ly € P és y hossza az @ hosszdban po-
linomidlis, egy ilyen teszt polinom id8ben elvégezhets. Az (z € L?) kérdés tehat
vérhatéan polinom id6ben megvalaszolhatd.

Megjegyzés: A randomizdlt médszerek koltségének a tanulmdnyozdsakor nem
vettlik szdmfitdsba a ,,véletlen vélasztdsok" koltségét. A gyakorlatban ezek a va-
lasztdsok dlvéletlen objektumok (szdmok, bitek) generaldsat jelentik. Itt csak meg-
emlitjiik, hogy vannak gyors médszerek, melyek elég j6 (megfigyelt) viselkedési
alvéletlen objektumokat eredményeznek.

Igen érdekesek a Las Vegas := RP N coRP osztdlyba tartozé nyelvek. Ha
L € Las Vegas, akkor definici6 szerint L € RP és L' = I'* \ L € RP. Nézziik,
mi torténik, ha egy x € I* bemend széra lefuttatunk egy-egy RP-tesztet mind az
(x € L7), mind pedig az (z € L'?) kérdésre. Ezt megtehetjiik, mert L és L' is RP-
beli nyelv. Ezek koziil csak az egyik adhat igenl6 eredményt, hiszen x pontosan
az egyik nyelvnek eleme. (Az (i) feltétel miatt az RP-teszt nem tud gy ldditani,
hogy a nyelvbe nem tartozé szérd! azt éllitja, hogy benne van.) Ha valamelyik
tesztre igen a vdlasz, akkor készen vagyunk. Mi van akkor, ha egyik teszt sem
adott igenl8 valaszt? Az (ii) feltételt alkalmazva az L és L' koziil arra, amelyik-
nek z eleme, latjuk, hogy ennek a valdszintisége legfeljebb 1/2. Két nem esetén
tehat arra kivetkeztethetiink, hogy a tesztek nem jértak eredménnyel. A tesztek
ismétlésével ennek a valdszinlisége gyorsan lecsokkenthets. A Iényeges kiilonb-
ség a szimpla RP-teszthez képest, hogy itt sosem kapunk helytelen eredményt. Ha
egyik teszt sem adott igenld vélaszt, akkor tgy vehetjiik, hogy tovabb kell prébal-
koznunk az igazsdg kideritésével. Az itt vazolt Las Vegas-teszt becsiiletes abban
az értelemben, hogy sosem ad hamis vdlaszt a kérdésre. A Las Vegas-teszt jellem-
z6it igy foglalhatjuk Sssze: gvors (polinom idejii), nagy valdsziniiséggel vdlaszol
az (x € L?) kérdésre, és a vdlasza mindig helyes.

Az RP nyelvosztdly definicidjdban az (ii) feltételt tigy is fogalmazhatjuk, hogy
ha z € L, akkor az |z|¢ hosszi szavak koziil vélasztott véletlen y sz legaldbb
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(1/2) valészinséggel tand lesz. Legyen p egy tetszSleges, rogzitett, nem szél-
sGséges valdszinlség, azaz legyen 0 < p < 1. Az RP-beli nyelv definiciéjaban
cseréljiik ki az (ii) feltételt a kovetkezdre:

(ii’) Ha x € L, akkor egy véletleniil vdluszrott | © |© hosszii y € I széra legaldbb
p valdsziniséggel igaz, hogy (z,y) € L.

Feladat: Mutassuk meg, hogy ha a definiciéban az (ii) feltétel helyett az (ii’) fel-
tételt hasznaljuk, akkor is éppen az RP-beli nyelveket kapjuk.

Megemlitjiik még, hogy a randomizdlt médszerek szdmitdsi ereje nagyobb a
Turing-gépekénél. Tegyiik fel ugyanis, hogy a (bindrisan) adott n egész bemenetre
taldlnunk kell egy olyan o € I* sz6t, melyre C(z) > n/2 (itt C(x) az x $z6
Kolmogorov bonyolultsdga). Véletlen valasztissal kdnnyen célt ériink: az olyan
n hosszi z szavak szdma, melyekre C(z) < n — 2, kisebb mint 271, tehdt egy
véletlentil vilasztott n-hosszd z széra legaldbb 1/2 valésziniséggel teljesiil, hogy
C(z) >n—2.

Misfeldl nincs olyan M TG, mely az n bemenetre olyan M(n) szét ad,
melyre C(M(n)) > n/2. Ellenkezd esetben az invariancia-tételbd] C(M (n))
Cu(M(n)) + ¢ < [logy(n + 1)] + c. Ezek OsszevetésébSl pedig n/2

[logy(n +1)] + c adédna, ami képtelenség, ha n elég nagy.

<
<

9.4.2. Primtesztelés

Tegytik fel, hogy bemend adatként adott (bindrisan) egy m pdratlan egész; szeret-
nénk eldonteni, hogy m primszdm-e. A feladat az elvi érdekességén tuil gyakorlati
szempontbd! is fontos. A biztonsdgos kommunikdcié céljait szolgdlé algoritmu-
sok gyakran haszndlnak igen hosszi — olykor t6bbszdz-jegyli — primeket. Hamar
meggy6zddhetiink réla, hogy ilyen nagy m-nél a kézenfekvs (exponencidlis ideji)
médszer, hogy m-et sorban elosztjuk a \/m-nél kisebb természetes szamokkal,
nem fér bele az id6nkbe.

A feladat tehdt a IT nyelv felismerése. Err6l eddig annyi deriilt ki, hogy jol
karakterizalt: IT € NP N coNP. Azt is megemlitettiik, hogy eddig nem taldltak a
megolddsdra polinom idejii mdédszert.

A primszadmok felismerésére szolgdld eljdrdsokat primteszteknek szokds ne-
vezni. Itt egy hatékony randomizalt primtesztet szeretnénk bemutatni. A médszer
valéjdban egy RP-teszt lesz a primtulajdonsdg komplementerének, az dsszerettség-
nek a felismerdésére.

El6szor egy olyan mddszert ismertetiink, ami szemléletes ugyan, de van egy
kis fogyatékossdga. Mint ldtni fogjuk, ez a fogyatékossdg a mdédszer finomitdsa-
val kikiiszobolhetd. Az algoritmus (Fermat-teszt) a kis Fermat-tételen alapul. Az
egyetlen bemend paramétere a bindrisan leirt m > 2 pdratlan egész.
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Fermat-teszt (m)

1. Valasszunk egy véletlen a egészet az [1, m) intervallumbél.

2.Haa™ ! =1 (mod m), akkor a vilasz ,,m val6sziniileg prim", kiilénben a
valasz ,,m Osszetett".

A teszt gyorsan (log, m-ben polinomidlis id6ben) végrehajthaté: az a™ !
(mod m) hatvanyt a kordbban emlitett gyors hatvdnyozdssal kaphatjuk meg ha-
tékonyan.

Vegytik €szre, hogy ha az eredmény az, hogy m &sszetett, akkor ez biztosan
helyes. Ezt a tényt a tanusitja, hiszen a 2. Iépésben kidertil, hogy a-ra nem teljesiil
a Fermat-kongruencia. Ezért ekkor azt mondjuk, hogy a az m Osszetettségének
Fermat-taniija.

Példa: Legyen m = 21 = 7 - 3 és a = 2. Ekkor a az m Fermat-tanija, hiszen
220 =4 (mod 21).

A Fermat-tanuk szdmardl szol a kovetkez6 allitas.

Allitas: Ha m-nek van olyan a Fermat-tanija (1 < a < m és a™ ! # 1
(mod m)), melyre Inko{a, m) = 1, akkor az [1,m) intervallum egészeinek leg-
aldbb a fele Fermat-tanii.

Az allitast dgy is értelmezhetjiik, hogy ha m Osszetettségének van olyan a
Fermat-tandja, melyre Inko(a, m) = 1, akkor a teszt legaldbb 1/2 val6szintiséggel
taldl Fermat-tantit.

Bizonyitias: Ha Inko{a, m) > 1, akkor a nyilvin Fermat-tand. Elég ezért latni,
hogy a redukalt maradékosztalyok (amelyekre teljesiil, hogy inko(a, m) = 1) leg-
aldbb fele Fermat-tani. Legyen G a mod m redukdlt maradékosztalyok halmaza
€s
H := nem Fermat-tanik = {b € G; ™ ' =1 (mod m)}.

Legyen a € G egy (a feltételiink szerint 1étezS) Fermat-tanu, és tekintsiik a Ha :=
{ba; b€ H} C G halmazt. Ha b és b’ két kiilonbozd maradékosztdly, akkor ba #
Ya (mod m), mertaés m relativ primek. Ebbdl arra jutunk, hogy | H |=| Ha |.

Misfeldl Ha C G \ H, hiszen egy H-beli maradékosztalyt Fermat-tamival
szorozva ismét taniit kapunk. Mindezek alapjan

| H |=| Ha |<| G\ H |,

azaz | H |< & | G | Tehit a G elemeinek legaldbb a fele Fermat-tand. O

A médszer hatuliitdje, hogy vannak olyan m osszetetr szimok, melyekre egy-
4ltaldn nincs olyan a Fermat-tand, melyre Inko(a, m) = 1. Ezek az dgynevezett
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pszeudoprimek, vagy Carmichael-szdmok. Ilyen példdul az 561 = 3-11-17. Ujabb
eredmény (W. R. Alford, A. Granville, C. Pomerance, 1992), hogy végtelen sok
ilyen szdm van. Hogyan ellen&rizhetjiik, hogy 561 tényleg egy Carmichael-szim?
Emlékeztetiink itt a kinai maradéktételre.

Tétel (kinai maradéktétel): Legyenek my,...,my pdronként relativ prim,
ai, ..., ay tetszoleges egészek. Ekkor az
z=a; (modmy),...,z=a; (mod my)

kongruencia rendszernek van egész v megolddsa. Az x megoldds modulo
mimes - - - my, egyértelmiien meghatdrozott.

Visszatérve példankhoz: meg kell mutatni, hogy ha Inko(a,561) = 1, ak-
kor a®®® = 1 (mod 561). A kinai maradéktétel szerint elég, ha az a%° = 1
(mod 17), a®%® = 1 (mod 11) és a°%® = (mod 3) kongruencidkat igazol-
juk, feltéve, hogy a relativ prim a széban forgé modulushoz. Nézziik meg az elsot;

a tobbi hasonldan kezelhetd. Mivel 560 = 16 - 35,
a8 = 1635 = (a‘w)35 =1%=1 (mod 17).

Az utols6 elbtti kongruencia a kis Fermat-tétel kovetkezménye.

Erdemes megjegyezni azt a médot, ahogy itt a kinai maradéktételt hasznaltuk.
Modulo myms - - - my, szamitds helyett elegendd volt modulo m; (1 < ¢ < k)
szamolni. Ezt az otletet széles korben alkalmazzdk a szamitégépes aritmetikédban,
kiiléndsen a nagy pontossagu szamitasok teriiletén.

2

E kis kitéré utdn kanyarodjunk vissza a primteszteléshez. A Fermat-teszt fo-
gyatékossdga, hogy ha m Carmichael-szdm, akkor m-et a teszt nagy eséllyel prim-
nek deklarédlja. Most a Fermat-teszt olyan javitdsdt ismertetjiik, ami kikiiszoboli ezt
a problémat. A mddszert Rabin—Miller-tesztnek nevezik.

Definicié: Legyen m egy pdratlan természetes szdam. [rjuk fel m — 1-etm — 1 =
2kn alakban, ahol n pdratlan. Az 1 < a < m egész Rabin—Miller-tani (m éssze-
tettségére), ha az

2k~l

a®—1,a"+1, a™+1,...,a> "+1
szdmok egyike sem oszthaté m-mel.

Tétel: Ha m prim, akkor m-hez nincs Rabin-Miller-tani.
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Bizonyitas: Legyen a egy tetsz6leges egész az [1, m) intervallumbdl. Az
a7t = 1= (a" = 1)(@" + 1)(® + 1) (a7 + 1)

azonossdgot haszndljuk. Mivel m prim, a kis Fermat-tétel szerint m osztja a bal
oldalon all6 szamot. Ugyancsak m primvoltabdl kovetkezik, hogy m ekkor osztja
a jobb oldal valamelyik tényezgjét, ami azt jelenti, hogy a nem Rabin—Miller-tand.
a

Az is latszik az azonossagbdl, hogy ha a nem Rabin-Miller-tand, akkor nem
lehet Fermat-tant sem. Ugyanis ha a jobb oldali szdmok valamelyike oszthaté m-
mel, akkor a bal oldal is oszthaté m-mel. Ezt pozitivba forditva igy is mondhatjuk,
hogy egy Fermat-tand egyben Rabin-Miller-tand is. Az dj definicié tehdt tdgitani
igyekszik a lehetséges tanuk korét. A kovetkez6 dllitast dgy is olvashatjuk, hogy ez
a bovités sikeriilt: ha m Osszetett, akkor ennek a ténynek sok Rabin-Miller-tanija

van.

Tétel: Ha m dsszetett, akkor az 1 < a < m feltételt teljesité a egészeknek leg-
aldbb a fele Rabin—Miller-tanii.

A bizony{tdst meil6zziik; csak annyit jegyziink meg, hogy a lényeg annak az
igazoldsa, hogy van egydltalin m-hez relativ prim Rabin—Miller-tand. Utdna a
Fermat-tesztnél latott érveléssel kovetkezik, hogy sok tand van. A Rabin-Miller
Osszetettségi teszt a Fermat-teszt kézenfekvé mdédositdsa: Fermat-tani helyett
Rabin—Miller-tamit vélasztunk.

RM(m)

1. Irjuk fel m — 1-et m — 1 = 2*n alakban, ahol n paratlan.

2. Valasszunk egy véletien a egészet az [1, m) intervallumbdl.

3.Haaza™—1, a"+1, a®+1,..., a?* 7" + 1 szémok egyike sem oszthaté m-
mel, akkor megallunk azzal a vélasszal, hogy ,,m 6sszetett", kiilonben megéallunk
azzal a vélasszal, hogy ,,m valdszinileg prim".

Virhatéan 2 véletlen a érték valasztdsa utdn kapunk egy Rabin-Miller-taniit,
ha m 6sszetett. Ha ¢ kisérlet utdn sem adédik Rabin-Miller-tand, akkor m-et leg-
feljebb 2—1{ tévedési valosziniiséggel primnek nyilvénithatjuk. Az RM -teszt, ugyan-
tigy, mint a Fermat-teszt, gyors hatvanyozdssal valésithaté meg hatékonyan.

Koévetkezmény: Az dsszetett szdmok nyelve az RP osztdlyban van.
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Bizonyitas: Legyen

L = {(ma

m > 2,1 < a < m egészek, és ha m paratlan,
akkor a egy m-hez tartozé Rabin-Miller-tani

€s ¢ = 1. Ezekkel a vilasztasokkal teljestilnek az RP-beliség (i) és (ii’) feltételet,
utébbi a p = (1/4) valdszintiséggel. Legyen ugyanis n az m bitjeinek szama.
A tételbdl kovetkezik, hogy a legfeljebb n bittel leirhat6 egészek legaldbb 1/4-¢
Rabin—-Miller-tantja lesz m Gsszetettségének. O

Konnyt meggondolni, hogy a mddszer éppen az L nyelven alapulé RP-teszt
az Osszetett szamok felismerésére. Sokkal mélyebb eredmény (L. A. Adleman,
M. D. Huang, 1987, a bizonyitds masfélszaz oldalnyi és poganyul nehéz), hogy
IT € RP is teljesiil. Maga a teszt polinom idejli ugyan, de olyan bonyolult, hogy a
gyakorlatilag még érdekes méretii inputokon nem érdemes futtatni. Ezért primtesz-
telésre inkdbb Osszetettségi teszteket haszndlnak. Ezek kozott a Rabin-Miller-teszt
elég jonak szamit.

A két eredmény egyiitt azt jelenti, hogy II € Las Vegas. Es még ennél is
cifrdbb a helyzet. Egy sokat tanulményozott, de mindeddig nem igazolt szdmel-
méleti hipotézisbdl (az dn. dltaldnositott Riemann-sejtés) kovetkezik, hogy ha m
Osszetett, akkor van olyan a Rabin—Miller-tanti is, melyre a < 2 10g2 m (E. Bach,
1990). Ha tehit a sejtés igaz, akkor II € P, hiszen ekkor elég tandt keresni az els6
2log? m természetes szam kozott.

9.4.3. Nagy primszam Keresése

A késdbbiekben sz6 lesz olyan médszerekr6l, amelyek nagy primszdmokat hasz-
nalnak. Itt megmutatjuk, hogy véletlen vdlasztassal konnyen taldlhatunk ilyeneket.

Probléma: bemend adatként adott egy n természetes szdm. Keressiink egy n-jegy(
primszamot.

A médszer igen egyszerii: vilasszunk egy véletlen p egészet a 2771, 2" — 1]
intervallumbél. Az RM-teszttel ellendrizziik, hogy p prim-e, mondjuk 275 hiba-
valdsziniiséggel. Ez legfeljebb 60 véletlen a kiprébdlasat jelenti. Ha kideriil, hogy
p nem prim, akkor dj p-t vélasztunk.

Virhatéan hdny p-t kell valasztani? Egy > 1 valds szamra jelolje 7(z) az
(1, z] intervallumba esd primek szdmat. A primszdmtétel szerint, w(z) ~ &=, ha
x — oo. Innen kénnyen adédik, hogy a szamunkra érdekes intervallumban a pri-
mek szdma = (ﬁg_z_t;)_ﬂ’ ha n elég nagy. Annak a valészinlisége ezért, hogy egy

véletlen p prim lesz, koriilbeliil E’—gnz—e, tehdt O(n) darab véletlen p kiprobdldsaval
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varhat6an talalunk egyet. A médszer varhaté kéltsége polinomidlis az eredmény
hosszdhoz mérve.

9.5. Prekondicionalas

GUCUACGGCCAUACCACCUGAACGCGCCCGAUCUCGUCUG

AUCUCGGAAGCUAAGCAGGGUCGGGCCUGGUUAGUACUUG

GAUGGGAGACCGCCUGGGAAUACCGGGUGCUGUAGGCUU
Az emberi 55 rRNS genetikai kédja

Képzeljik el, hogy egy adott P algoritmikus problémanak tbb példanyat, mond-
juk 2y,12,. .., 15t kell egy feladat részeként megoldanunk. A kézenfekvd meg-
kozelités az lenne, hogy vesziink egy j6 algoritmust a P megolddséra, amit sorra
lefuttatunk az ¢, 1y, ...,1; bemenetekkel. Sok esetben ennél szdmottev8en haté-
konyabb médszert kaphatunk, ha el6szor egy kis elSkészitd munkdt végziink —
~szokasos kifejezéssel prekondiciondljuk P-t. A prekondiciondlds olyan el6készits
tevékenység, aminek az eredménye tobbszor felhaszndlhatd. Bizonyos feladatok-
ndl az el6készité munka extra koltsége tobb példany esetén megtériil, s6t az Gssz-
koltség csokken. Gyakran egész egyszerien arrdl van szd, hogy az i1,42, ..., %
megoldasainak kozos 1épéseit kiemeljiik, és eldre elvégezziik. Ebben az értelem-
ben a prekondiciondlds hatékony munkaszervezési fogds. Elbzetesen elvégezziik
azokat a teenddket, amelyek a konkrét bemenetektd! viszonylag fiiggetlenek.

Az ilyen médszerek tervezésekor figyelniink kell az el6készit6 fazis koltsége-
ire is. Csak akkor érdemes belevigni, ha az i1, 12, . .., megolddsdnak plusz az
el6készitésnek a koltsége versenyképes a kézenfekvd megolddshoz viszonyitva.
Ennek mérlegelésekor érdemes meghatdrozni k-nak azt a nagysdgrendjét, amitdl
kezdve mdr gazdasdgos a médszer. Ennyi dltaldnossdg utdn nézziink néhany pél-
dat:

1. 6siség fakban

Tegyiik fel, hogy T gyokeres, felfelé irdnyitott fa (aminek az élei a gyokér felé
mutatnak). A fa mint bemenet a csticsaival és az apamutatSkkal adott. A feladat T-
beli (v, w) csiicspdrokra eldonteni, hogy w leszarmazottja-e v-nek. Egyetlen par
esetén a koltségigény (uniform) lehet cn is (ahol n a T' csticsainak szdma €s ¢ > 0
egy dlland6). Ugyanakkor alkalmas O(n) koltségii prekondiciondlds utdn minden

egyes kérdés O(1) koltséggel kezelhetd.
Egy lehetséges otlet, hogy minden v € T cstcs mellé feljegyezziik a v T-beli
pre(v) preorder, illetve post(v) postorder bejards szerinti sorszdmat. Nyilvénvalo
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ugyanis, hogy a v, w € T cstcsokra pre(v) < pre(w) < v 8se w-nek vagy v a
w-t6] balra van T-ben. Ugyanigy post(v) > post(w) < v 8se w-nek, vagy v a
w-t6l jobbra van T'-ben. A két ténybdl adddik, hogy v &se w-nek pontosan akkor,
ha pre(v) < pre(w) és post(v) > post(w).

A kétfajta szdmozds O(n) id6ben megkaphaté. A szdmok ismeretében egy
(v, w) parra a kérdés két dsszehasonlitdssal megvalaszolhat6. Ha a bemenetként
adott parok szdma (a bevezetdbeli & érték) nincs konstans korl4t alatt, akkor érde-
mes ezt a bonyolultabb mdédszert haszndlni. Példdul ha a parok szdma k = logn,
akkor a kézenfekvd médszer koltsége cn log n is lehet; a prekondicionalt idGigény
viszont O(n + logn) = O(n).

2. Polinom ismételt kiértékelése
Adott az f(z) = z" + a12™" 1 + - + ap € Z[z] polinom, és a by, by, .. ., by egé-
szek. Célunk az f(by), ..., flby) értékek kiszamitasa minél kevesebb szorzissal.
Mennyibe keriil itt a kézenfekvd modszer? El8szor kiszdmitjuk a b%, b3, .., b0
hatvanyokat, (n — 1 szorzds), majd az a, 1 b;, an-zbf, - alb?_l szamokat (n—1
szorzds). Osszesen ez 2k(n — 1) szorzés.
Javitast jelent a Horner-elrendezés alkalmazdsa: f(z) felirhaté

fl@)=((((z+a)z+a2)r+a3)  )r+a,

alakban (6sszesen n— 1 zar6jelpar van). Igy végezve a szamitast, £ (b;)-t n—1 szor-
zdssal kapjuk. Az 3sszkoltség k(n — 1) szorzds, ami fele az eléz6nek. A Horner-
elrendezés szerinti alakra valé dtalakitast is felfoghatjuk prekondiciondlasnak.

Ezutdn egy még finomabb prekondiciondldst haszndlé megolddst mutatunk be.
Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy deg f = n = 2! — 1, valamely ¢ termé-
szetes szdmra. [rjuk fel f-et

f(z) = (=" +a)fix) + fol2)

alakban, ahol a € Z, az fy, f> egész egyiitthatds, 1 fGegyiitthatés polinomok, és
deg f; = deg fo = 2871 ~1. Az f egyiitthat6i, az a egész, majd pedig f» egyiittha-
t6i egyszer(l egyiitthaté 6sszehasonlitdssal megkaphatSk. Az a értékét tudjuk gy
valasztani, hogy f> fGegyiitthatGja 1 legyen. Végezziik el ugyanezt a felbontast az
f1, f2 polinomokra, majd a bel6liik kapott djabb polinomokra, stb., amig ez le-
hetséges. Végeredményben Gsszesen ¢t ilyen menetben kifejezziik f(z)-et 22 + b,
(b egész) alaki polinomok szorzatainak Gsszegeként. Egy menetben Osszesen n Uj
egylitthatét kell meghatdrozni.

Példa: Nézziik az f(z) = ¢ +2°+ 2z +1 polinom felbontését. Ittn = 7ést = 3.
Az els6 1épés utdn f(z) = (z* — 1)(2® +z) + 2% + 3z + 1, azaz fi(z) = 23 + =,
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és fa(z) = ® + 3z + 1. E két polmomot tovabb bontjuk (t = 2). Az eredmény:
fi(z) = (2 + Dz és fo(z) = (2% + 2)x + « + 1. Végiil

f@) =@~ D@+ Dz + (@2 + Dz +a+ 1.

Az f-nek az igy kapott felirdsdt haszndlva egy kiértékelés 5 szorzst jelent. Két
szorzéssal kapjuk az z? és z* hatvinyokat, majd elvégezziik a felbont4sban sze-
repl6 tovabbi hdrom szorzast.

Vegyiik szemiigyre altalanosabban is a felbontast hasznal6 kiértékelés koltsé-
gét. Legyen M (t) = az el6bbi felbontds szerint a szorzdsok szdma egy kiértéke-
lésnél. Legyen tovabbd N(t) = M(t)—t+1. A klel tekelest a c helyen iigy fogjuk
végezni, hogy el6szor kiszamitjuk a c? c‘d_‘ ,C hatvanyokat (ezt — 1 szor-
zds), utdna pedig a felbontdsbol adédd cQJ + b alaku tényezdket szorozzuk Gssze.
Az ilyen szorzdsok szama lesz N(t). Nyilvanvald, hogy N(1) = 0. A felbontis
definicidjabdl kiolvashatd, hogy N(t) < 2N(t — 1) + 1, hat > 1, hiszen az
f1(e) és fa(c) kiszamitdsdhoz haszndlt szorzdsokon feliill még egy tovabbi szorzds
sziikséges. A rekurziébol kézenfekvé indukciéval kapjuk, hogy N(t) < 2t=1 — 1.
Innen az &sszes szorzasok szdma M(t) < 2071 44 -2 = 7—%3 +logy(n+1). A
k darab kiériékelés dsszesen k(252 + logy(n + 1)) szorzdssal elvégezhets.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a fenti séma szerinti egyetlen kiértékelésnél legfel-
jebb 22=L gsszeadds elegendd.

Megjegyzések:

1. V. Pan egyik tételébd] kovetkezik hogy egy n-edfokd f(z) polinom (f fée-
gyitthat6ja tetszGleges) egyszeri kiértékeléséhez a legrosszabb esetben legalabb n
szorzds/osztas kell.

2. Ismeretes olyan prekondiciondlt algoritmus is, amellyel egy helyettesités | 5 ] +2
szorzdssal kiszdmolhaté. Masfel8l barmilyen jél prekondicionaljuk is a polinomot,
mindig lesz olyan helyettesités, ami nem kaphaté meg kevesebb, mint [ 5| szor-
zassal (E. G. Belaga tétele).

3. Az egyszeriiség kedvéért, hogy elég legyen csak a szorzasokra figyelniink, nem
foglalkoztunk az elékészité munka koltségével. A gazdasdgos k értékek meghata-
rozdsdndl erre is tekintettel kell lenntink.

3. Mintaillesztés szévegben

A feladat, amivel itt foglalkozunk, alapvet fontossagu a szdvegeket tarold, kezeld
rendszerek szemszogébdl: egy adott jelsorozatot kell megkeresniink egy hosszu
jelsorozatban. Az ilyen és hasonlé igények a kozhelyszerti szamit6gépes alkalma-
zdsok mellett (pl. keresSk, szerkesztdk) fontos szerepet jatszanak a genetikai ku-
tatasok egyik irdnyzatdban, ahol a genetikai kédot roppant méretd, az A,G,C,U,T
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jelekbdl formdlt szavakkal modellezik. A kovetkez8kben az egyik leghatékonyabb
otletet mutatjuk be, melynek Iényeges része a keresett minta prekondiciondlasa.
El6szor fogalmazzuk meg pontosan a feladatot:

Probléma: Adottak a ¥ véges abc betlibsl alkotott s = s1---5, és m =
my - - myg Szavak (s;, m; € ¥). Taldljuk meg m elsd részszdoként valé elGfordula-
sat az s szoban.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy a legrovidebb olyan z szét keressiik, melyre
alkalmas y szdval teljesiil, hogy s = xmy. Példdul az s = balalajka széban az
m = la minta a harmadik betiivel kezd6dden fordul el6 el6szor részszoként, mig
az m = lak szo egydltaldn nem fordul eld.

Természetesen kindlkozik az a megoldds, hogy ¢ = 1,2,...,n — d + 1-re
sorban megvizsgédljuk, hogy az s-nek az i-edik bet(ijével kezd6dS d hosszisigu
részszava egyenlS-e m-mel. Ez az eljards legrosszabb esetben d(n — d + 1) betii-
Osszehasonlitast igényel.

Els6 halldsra talin meglepd, hogy van a feladatra ennél jéval gyorsabb méd-
szer is. A Knuth-Morris—Pratt-algoritmus, amit ismertetni fogunk, linedris idejt,
vagyis O(n + d) 6sszehasonlitdst haszndl.

Definicié: Az y 576 az x 526 kezdBszelete (végszelete), ha van olyan nem iires z
520, hogy yz = x (illetve zy = ).

Definicié: Az y szd az x s70 labfeje, ha y az x leghosszabb olyan kezddszelete,
ami egyben végszelete is. (Az y tehdt a leghosszabb olyan w szo, melyre alkalmas
nem iires z, 2’ szavakkal x = wz = 2'w teljesiil.)

Példaul a bababa sz6 labfeje baba. Egy szénak nmaga nem lehet a ldbfeje.
A tovidbbiakban a lefrds szempontjabdl kényelmes lesz a C programozasi nyelv-
bdl ellesett egyik jelolés. A szavakat egészekkel indexelt, ¥ tipusd tomboknek is
tekintjiik. fgy példaul az s sz6 mésodik bettije hivatkozhat6é mint s[2], a harmadik
helytdl az 6todikig terjedd részszava pedig mint s[3 : 5].

Mieldtt forré fejjel elkezdenénk az m szét az s kiilonbozd részeivel hason-
litgatni, eldszor elemezziik, feltirjuk az m szerkezetét. Ezdltal bizonyos ossze-
hasonlitdsok eredményét tobbszor is felhaszndlhatjuk a keresésben, szamottevéen
redukdlva az sszkoltséget. A prekondiciondlds az m sz6 eléfeldolgozasat fogja
Jelenteni. Pontosabban fogalmazva kitslgjiik a P[1 : d] egész tipusd tombét, ahol

Plj] def m[1 : j] sz6 labfejének a hossza.

A P Kkitoltésére szolgdlé médszer egyszersmind takaros példa a dinamikus
programozas alkalmazdsdra, amennyiben a P mar ismert rész€t haszndljuk a még



9.5. PREKONDICIONALAS 325

ismeretlen értékek meghatdrozasara. Nyilvanvaléan P[1] = 0. A médszer lefrasa-
kor kényelmes lesz még a P[0] = 0 megdllapodds. Tegyiik fel ezutdn, hogy j > 1
ésa P[1:j — 1] résztombot mar kitoltsttiik. Ekkor P[j] {gy szamithaté:

l.i:=7—1; P[j] :=0; P[0} := 0
2. Ham[j] = m[P[i] + 1] akkor legyen P[j] := P[i] + 1, kiilénben,
ha ¢ > 0, akkor legyen ¢ := P[i], és menjiink vissza a 2. lépésre.

Az eljards megértéséhez jeldlje w az m|l : j] sz6 labfejét és | a w hossz4t. Az
[ értéket kell meghatdrozni, ugyanis P(j] = |w|. El6szér megjegyezziik, hogy a
P[j] értéke nyilvan legfeljebb P[j — 1)+1 lehet, hiszen ha az m[1 : I} sz6 azonos
azmlj —{+1: j]széval, akkor m[l : I — 1] = m[j — I+ 1:j— 1] is igaz.
Ennek a lehetdségét nézziik meg elszor a masodik sor dsszehasonlitdsdval. Ha itt
nemleges a vdlasz, akkor sem iires a keziink. Tudjuk, hogy P[j] < P[j — 1], ami
azt jelenti, hogy a w(l : I — 1] sz6 kezdGszelete m[1 : P[j — 1j]-nek és végszelete
az m[j — P[j ~ 1] : j — 1] sz6énak. De az utébbi két sz6 a P tomb definiciéja
szerint azonos: m[1 : P[j — 1]l = m[j — P[j — 1} : j — 1]. Ezzel az észrevétellel
! meghatdrozasét visszavezettiik egy kisebb hasonlo feladatra. A w ezutdn annak a
szénak (is) a ldbfeje, amit tgy kapunk, hogy az m[1 : P[5 — 1]] s26 végére fiizziik
az m[j] betiit. Ezt a visszavezetést valdsitja meg az 1 := P[i] értékadas.

Példa: Vegyiik szemiigyre a médszer mikodését az m = ababaa bemenettel. Te-
gyiik fel, hogy a P[1 : 5] résztombot mar kitoltottiik, és éppen P[6] meghatdro-
zdsandl tartunk. Tudjuk tehdt, hogy P(1] = P[2] = 0, P[3] = 1, P[4] = 2 és
P[5] = 3. A keretes eljdrés inditasakor j = 6 és emiatt { = 5. A 2. sorban az m|[6]
és m[4] betiket hasonlitjuk Gssze. Mivel ezek nem egyeznek, az i = 3 értékkel
tériink vissza a 2. sorba. A teszt eredménye tdjfent negativ: m[6] # m(2]. Ezaltal
megint a kiilénben dgra keriiliink, ahonnan az ¢ := 1 értékadds utdn jutunk a 2.
sorba. Az 6sszehasonlitds végre valahdra egyezést mutat (m[1] = m[6] = a), tehdt
megtorténik a P[6] := P[1] 4+ 1 = 1 értékadds.

A P[] tomb kitoltésének idokoltsége nyilvanvaléan aranyos a sziikséges be-
tiiosszehasonlitdsok szdméval, {gy csak az utébbiakat szamoljuk ssze. Jeldlje k;
a P[j) szdmitdsahoz felhasznalt bettisszehasonlitdsok szdmdt. Ebbe P[1 : j — 1]
koltségét nem értjiik bele. ElSszor megmutatjuk, hogy &; < P[j—1]—P[j]+2. Vi-
lagos, hogy a 2. sor tesztjét pont k;-szer hajtjuk végre, hiszen a kédban csak itt van
betiidsszehasonlitds. Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik ezalatt a P[i] értékkel. Ez
kezdetben P[j — 1], majd minden tovibbi ilyen teszt elétt legaldbb eggyel csSkken.
A végsb értéke, amit f-fel jeloliink, ezért nem lehet tébb, mint Plj—1] —%; + 1.
Tudjuk azt is, hogy Plj] értéke vagy f + 1 lesz, vagy f aszerint, hogy a legu-
tols6 betlivsszehasonlitds sikeres volt-e, vagy sem. (Utébbi esetben f = 0.) Ezeket
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osszevetve P[j] < Plj — 1] — k; + 2, amib8l k; < P[j — 1] — P[j] + 2.
Az tsszehasonlitasok szdma marmost

d d
D k<Y (Pli—1—Plj]+2) = Pl1] - Pd] +2(d — 1) < 2(d - 1).
Jj=2 j=2

Az el6feldolgozas tehdt a minta hosszdval ardnyos koltséggel, vagyis linedris id6-
ben elvégezhetd.

Ezutdn a Knuth—Morris—Pratt-algoritmus dltaldnos 1épését mutatjuk be. Te-
gyiik fel, hogy az m mintét éppen az s[i] betfivel kezddGen prébaljuk illeszteni,
és mdr tudjuk, hogy s[i] = m[1],...,s[i + j — 1] = m[j], azaz a minta els§ j
betiijénél illeszkedést taldltunk.

1. Ha j = d, akkor készen vagyunk, taldltunk egy m-mel azonos részszét s-ben.
Ha j < d, akkor (feltéve, hogy i + j < n) Gsszehasonlitjuk az m[j + 1] és s[i + j]
betiiket. Ha ezek egyenldk, akkor j := j+1, és a 1épést befejeztiik. Ham[j + 1] #
s[i + j], akkor két esetet kiilonboztetiink meg:
2. (a) Ha j = 0 (azaz éppen m els§ betfijénél tartunk), akkor m-et egy hellyel
jobbra csiisztatjuk: 7 := ¢ + 1, és a |€pést befejeztiik.

(b) Ha j > 0, akkor az m mintit j — P[j] hellyel jobbra csisztatjuk: ¢ :=
i+ j — P[j] és j := Plj], és a |épést befejeztiik.

A lényeges otlet a 2.(b) 1épésben lapul. A P[j] érték mondja meg, hogy mi az a
legkisebb esélyes mennyiség (nevezetesen j — P[j]), amivel érdemes eltolni jobbra
az m mintat. Vegyiik észre, hogy az eltolds utdn az m els6 P|[j] betiije egyezik az s
megfeleld betdivel. A fontos ebbdl, hogy az s széban nem kell visszalépniink. Az
1 + j mennyiség ugyanaz a 2. (b) lépés el6tt és utdn.

Példa: Az s = cdcbabababa szovegben keressiik az m = bababc mintat. Tegylik
fel, hogy m-et mar az s negyedik betiijét6l kezdve prébdljuk illeszteni, és éppen
til vagyunk az els§ 6t beti hasonlitidsan. Mindez szdmokkal azt jelenti, hogy ¢ = 4
ésj =5

c d ¢ b a b b a b a
b a b a b ¢
T+ 7

A kovetkezG Osszehasonlitasndl kideriil, hogy s[9]) # m[6], és ezzel a 2. (b)
dgba keriiliink. Hasznat vessziik az eddigi sikeres Osszehasonlitdsoknak. Ezekb6l
tudjuk, hogy s(4 : 8] = m[l : 5]. A kdvetkezs esélyes illeszkedés helyét a P
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tombbd! tudhatjuk meg. Mivel P[5] = 3, a legkisebb esélyes eltolds az eddigi
ismeretek alapjan 2. A pusztdn eggyel valé eltoldssal nem érdemes prébalkozni;
ha ott volna illeszkedés, akkor m[1 : 5] 1abfejének a hossza 4 lenne. A 2. (b) 1épés
utdn ez lesz a helyzet:

¢ d ¢ b a b a b a b a
b a b a b ¢
1+

A 1épés befejeztével ¢ = 6 és 7 = 3. Az s szOvegben nem kellett visszalép-
niink, a mintat pedig jobbra mozditottuk.

A moédszer id6igényének nagysigrendi becsléséhez itt is elég a betiitsszeha-
sonlitdsok szamat vizsgalni. Ezt nagyban megkonnyiti az a tény, hogy az eljards
sordn az i és az i + j mennyiségek sohasem csckkennek. Kezdetben ¢ = 1 és
j =0, tehidti+ j = 1. Egy lépés (ami legfeljebb egy betiosszehasonlitast jelent)
megtétele utdn vagy 7 vagy pedig i + 7 értéke né. Mivel ¢t < nési+j < m,a
1épések és igy a betiidsszehasonlitisok szdma legfeljebb 2(n —1). A médszer tehat
Osszegészében — a prekondiciondlds idejét is beleértve — linedris uniform koltségi.



