4.

Hash-elés és szekvencialis keresés

Hdny hajo iitkozont itt dssze; jollehet voltak jelzdfényeik,
kiirtjeik és vészharangjaik! JULES VERNE
(A Nemo kapitdny elbeszélGjének

e o

tiinédése Uj-Fundland vizein.)

Ebben a fejezetben eldszor egy olyan mdédszercsalddot ismertetiink, amely a kere-
sés, beszirds, torlés és mddositds gyors és egyszer(i megvaldsitasat teszi lehetSvé.
A keres&fakhoz képest fontos eltérés, hogy nem tételezziik fel a lehetséges kulcsok
Osszességének (az U univerzumnak) a rendezetrségét. Ennek megfelelSen itt nem
lesznek rendezéshez kapcsolédé elérési igények, mint pl. a MIN. A célegy S C U
kulcshalmazzal azonositott dllomdny megszervezése gy, hogy a fenti miiveletek
hatékonyak legyenek. A megoldidsok, amelyekkel megismerkediink, dtlagos érte-
lemben igen gyorsak. A legrosszabb esetekben viszont nagyon lassdak is lehetnek.
Olyan alkalmazdsokndl jonnek tehit széba, ahol az atlagosan j6 teljesitmény az
igazan fontos, és a ritkdn el&forduld rosszabb valaszidék nem okoznak gondot.
El&szor egy rovid példaval szeretnénk szemléltetni a hash-elés hatterét, alap-
otletét és a felmeriilé problémadkat. Tegyiik fel, hogy magyar dllampolgdrok ada-
tait szeretnénk tdrolni. Az dllomdny egy rekordjiban olyan adatok (mez&k) szere-
pelhetnek, mint példaul név, lakcim, személyi szdm, stb. A rekordokat azonosité
kulcsként a személyi szdm szolgdthai. A személyi szdam 11 jegyd, ebbdl egy re-
dundans, és a tovédbbi ismert korldtozdsokat is figyelembe véve (a hénapok szdma,
a hénapok napjainak szama, stb.) mintegy 2-10%-12-31-10% ~ 74 milli6 kulcs le-
hetséges. Ugyanakkor még j6 adag demogrifiai optimizmus esetén sem kell tébb,
mint 11 millié tényleges rekorddal szgmolnunk a kézeljovében. Nagyvonaldan
—ami mint késdbb litni fogjuk, hasznos ebben az 6sszefiiggésben is — gondolkod-
hatunk gy, hogy 12 milli6 rekord szimsra foglalunk helyet. Legyen a rekordok
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(logikai) cimeinek tartoménya a [0, 12- 106 — 1] intervallum egészeinek I halmaza.
Ezutin a feladatot felfoghatjuk dgy is, hogy egy olyan megfeleltetést keresiink,
mely minden kulcshoz egy cimet rendel. Olyan h fiiggvényre gondolunk, amelynek
az értelmezési tartomanya a lehetséges kulcsok halmaza, értékkészlete pedig I, a
Jogikai cimek tartomdnya. Kényelmes volna, ha K # K "esetén h(K) # h(K')
teljesiilne. Ez azonban képtelenség, hiszen az értelmezési tartomdny jéval na-
gyobb, mint az értékkészlet, ezért h nem lehet injektiv. Az ilyen iitkozések tehat
elkeriilhetetlenek. S6t, bizonyos értelemben elég gyakran el6fordulnak. Erre vil4-
git rd a sziiletésnap-paradoxon (szokds még von Mises-paradoxonnak is nevezni):
egy legalabb 23 tagi tdrsasigban legalfibb 1/2 valoszindséggel van két személy,
akiknek megegyezik a sziiletésnapjuk. Altaldban megmutathatd, hogy ha a A fiigg-
vény értékkészlete M elemt, akkor v/21n2 - M véletleniil valasztott argumentum
kozott legalabb 1/2 valészintséggel lesz kett§, melyre h ugyanazt az értéket adja.
E tény azt sugallja, hogy i6 esély van iitkdzésre még akkor is, amikor cimtartomany
méretéhez képest viszonylag kevés rekordunk van a tarolt dlloményban.

A hash-elés vagy hash-kédolds médszerét haszndld taroldsi technikdk alap-
vet kozos vondsa, hogy egy alkalmas A fliggvény, az ligynevezett hash-fiiggvény
segitségével kisérlik meg kiszdmitani a beillesztendd rekord (logikai) cimét. A h
fiiggvény a K kulcshoz a h(K') cimet rendeli. A mddszerek elsS kozelitésben a K
kulcsi rekordot a h(K') cimnek megfeleld helyre probaljdk tenni. Ez nem lehetsé-
ges iitkozés esetén: amikor egy mdsik K’ rekord érkezik, melyre h(K) = h(K').
A teendGk fontos része éppen ezért az iitkozések felolddsa. Olyan megolddsok-
rél van itt sz6, amelyek iitkozéskor helyet taldlnak a késdbb jott rekordoknak. Az
egyes mddszereket az itkozések kezelése alapjan szokds osztdlyozni. Ezt tessziik
mi is.

A masik alapvet$ kérdést a megfelelé hash-fiiggvény taldlasa, kivélasztésa je-
lenti. Olyan kénnyen szdmithaté h fiiggvényeket keresiink, amelyek az alkalmazds
sordn felmeriil§ kulcshalmazokon minél kevesebb iitkozést okoznak. Ennek a mi-
kéntjeivel is foglalkozunk.

A szekvencidlis kereséssel mér taldlkoztunk a rendezések targyaldsakor. Ott
rendezett dllomanyokban valé keresésre haszndltuk a médszert. A fejezet végén
ejtiink néhany sz6t arrél az esetrdl, amikor az dllomany nem feltétleniil rendezett.

4.1. A hash-elés alapjai

Két igen szertedgazé médszer legegyszertibb véltozatait ismertetjiik. Ezek a vod-
10s hash-elés és a nyitott cimzés. Az elsé technikadt, a védros hash-elést elsGsorban
kiils§ taron levs nagyméretd dllomanyok kezelésére hasznaljdk. Szinte minden ko-
moly adatbaziskezelS rendszer ad ilyen jelleg( tdroldsi lehetGséget. A nyitott cim-
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z¢ésli modszerek ezzel szemben fGleg a belsé meméridban levs dllomdnyok gyors
kezelését hivatottak biztositani. Jellegzetes alkalmazdsként emlithetjiik a progra-
mok forditdsakor keletkezd szimbélumtabldk kezelését vagy a késdbb bemuta-
tand6 Lempel-Ziv—Welch-mddszer szétirdnak a tdroldsit.

A tovdbbiakban mindkét esetre érvényesen feltessziik, hogy van egy h hash-
fliggvényiink, amely a K kulcshoz a h(I() logikai cimet rendeli. A h(K) cim egy
egész a [0, M — 1] intervallumbdl. Azért beszéliink logikai cimekrél, mert a h(K)
értékek tobbnyire nem jelentenek tényleges fizikai helymegjeltléseket. Ugyanak-
kor feltehetjiik. hogy a rendszer biztosit egy mechanizmust, amely a [0, M — 1]
intervallum egészeit a tényleges adatmozgatist végzs réteg szamdra értelmezhetd
cimekké forditja.

4.1.1. Vodros hash-elés

A mddszert szokdsos ldncoldsnak is nevezni. Lényeges eleme a V{0 : M — 1]
vodorkataldgus. Amint a jelolés is sugallja, V-t hasznos egy a h értékkészletének
elemeivel indexelt tombnek elképzelni. A kép nem teljesen hiiséges, mert V nagy
is lehet. El6fordulhat, hogy részben vagy egészében hdttértaron kell elhelyezni. A
V elemei mutaték, pontosabban laplincok fejei. A laplancokat szokds vodroknek
nevezni. A vodrok lapjain helyezkednek el a tarolni kivant rekordok. Nevezetesen
a V[¢] mutatéval kezd6ds vodorbe keriilnek azok a rekordok, amelyek K kulcsaira
h(K) = i teljesiil.

Vegyiik szemiigyre ezutdn a szerkezet algoritmusait! Tegyiik fel, hogy a K
kulcst rekordot akarjuk beilleszteni. ElSszor kiszamitjuk a h(K) értéket, majd
megnézziik a vodorkatalégus V [h(K')] bejegyzését. Ez egy mutatd arra a vodorre
(lapldncra), melyben a h(K') hash-értéki rekordokat kivanjuk tdrolni. A vodor dl-
taldban egy kicsi, legfeljebb néhdny lapbdl allé dllomdny. Ebben elhelyezziik a
tarolni kivdnt rekordot. A kovetkez dbrdn a V' vodorkatalogust fiiggbleges hely-
zetben mutatjuk; a vodrok a lapokbdl allo vizszintes sorok.

T
\ egy vodor lapjai

h{K) [« ]

M1




4.1. A HASH-ELES ALAPJAI : 89

A rekordnak a vodorben valé elhelyezése tobb médon is torténhet. Gyakran
hasznalatos €s egyszerdi megoldds, hogy a rekordot az els§ szabad helyre tessziik.
Ha sziikséges, Uj lap hozzafiizésével bdvitjiik a lancot. Mdsik szokdsos eljaras,
hogy a rekordokat kulcs szerint rendezve tartjuk a vodorben. Ekkor — a besziri-
sos rendezésnél tapasztaltakhoz hasonléan - elSfordulhat, hogy t6bb rekordot is
mozgatni kell a vadron beliil.

A keresés médszere ezek utdn nyilvanvald. A K kulest rekord keresése avval
kezdédik, hogy kiszamitjuk a h(K') értéket. Ha a rekord a tdrolt dllomdanyunk-
ban van, akkor csak a V[A(K')] mutatétél induld vodsrben lehet. Ezutdn tehdt a
vodorkatalégus V[A(K)] mutatéjat kovetve a vodor els lapjdra lépiink. A vo-
dorben szekvencidlis kereséssel dolgozhatunk. Addig megyiink a lapldnc mentén,
amig vagy megtaldljuk a rekordot, vagy pedig kideriil, hogy az nincs a tarolt 4l-
lomdnyban. A toriéssel és a modositdssal kapcsolatos teend6k a keresés utdn mér
kézenfekvdek, igy nem részletezziik 6ket. Csak annyit jegyziink meg, hogy ha a
mdédositds a kulesot is €rinti, akkor torlés, majd #jboli beillesztés vélhat sziiksé-
gessé, hiszen a kulcs modosuldsdval annak h-értéke is vdltozhat.

A vodros hash-elés kitlinben alkalmazhatd kiils6 tarakon elhelyezkedd atlloma-
nyok kezelésére. A médszer Gtlete j6l illeszthetd a hasznalt fizikai taroldsi médium
sajatossdgaihoz. A vodrok gyakran megvalésithatok a laplincnal alacsonyabb, ha-
tékonyabb szinten. Egy vodor lehet pl. a magneslemez egy sdvja (track) vagy an-
nak fras/olvasds szempontjabdl folytonos része. Ilyenkor az utolsé sév szolgilhat
a tilcsorduldsok kezelésére:

o

00 |

g
K W
h(K) —

oo

Mi mondhaté a médszer koltségérél? Mivel kiilsS taras adatszerkezetrSl van
$z6, a lapelérések szamdt kell vizsgalnunk. Ezt szem elétt tartva vildgos, hogy a
lancoldsi médszer idGigényét (koltségét) a laplancok hossza hatdrozza meg. Te-
8yiik fel, hogy M vodor van, és I-lapnyi rekordot tdrolunk. Ekkor egy vodorbe
dtlagosan = /M lap keriil. Ennyi lesz tehat az atlagos lanchossz. Ha a keresés
sordn minden vodorhoz ugyanakkora eséllyel fordulunk, akkor a keresés étlagos
koltsége legfeljebb 1 + I/M lapelérés. Itt azzal a feltételezéssel éltiink, hogy a
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vodorkatalogus is hattértaron helyezkedik el, és V[h{ K')] olvasédsa egy lapelérésbe
keriil. Az dtlagszamitdsban hallgatélagosan feltettiik még azt is, hogy a h fiiggvény
elég egyenletesen szérja szét az érkezd kulesokat a [0, M — 1] intervallumban.

A mddszer alkalmazdsa elétt fontos méretezési feladat a katalégus elemsza-
mdnak, az M paraméternek a meghatdrozdsa. Altaldban ismerjiik (esetleg csak ko-
zelitGleg) a tarolni kivdnt dllomany nagysagit kifejezS [ értéket. Ennek birtokdban
az M értékét célszerd vgy valasztani, hogy a varhaté [ /M hanyados kozel legyen
1-hez. Nem szokatlan a 20 szazalékos ratartds, vagyis tobblethely lefoglaldsa sem.

Példa: Tegyiik fel, hogy egy maximum 1 000 000 rekordbél 4ll6 dllomanyt sze-
retnénk ldncoldsos mddszerrel kezelni. Tegyiik fel, hogy egy lapon 5 rekord fér el.
Ekkor [ =1 000 000/5 = 200 000. Az M paraméter értékét 220 000 — 240 000
koriilinek érdemes vdlasztani. Ha a katalogus elemei is diszken vannak, és egyen-
ként elérhetdk 1 lépésben, akkor a keresés atlagos koltsége valamivel 2 lapelérés
alatt marad.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a lancolds mdédszere belsé memdrids megoldas-
ként is versenyképes. Az el6bbiekhez viszonyitva az eltérés annyi, hogy itt nem
lapokat, hanem rekordokat ldncolunk. Egy vodor tehdt egy rekordokbdl dl16 lancot
jelent.

4.1.2. Nyitott cimzés

A nyitott cimzést haszndlé médszerek dltaldban — az itt bemutatdsra keriild tech-
nikdk pedig kiilonosen is — csak belsé memdrids médszerként hasznosak. A re-
kordokat a T'[0 : M — 1] tablaban (t6mbben) kivanjuk elhelyezni. A T' t6mbot
tehdt a h fiiggvény értékkészletének elemeivel, a [0, M — 1] intervallum egészeivel
indexeljiik. A T elemei pedig rekordok. A K kulcst rekordnak a T'[h(K)] helyet
szanjuk, feltéve, hogy az nem foglalt.

Ellenkez8 esetben, amikor a T[h{X)] cellaban mdr egy kordbban beillesz-
tett rekord van, akkor valamilyen szisztematikus médon prébalunk helyet ke-
resni a T tovabbi celldiban. A nyitott cimzésti médszerek itkozésfelolddsra a
0,1,..., M —1szdmok egy 0, h1 (K), ho(K), ..., hpr—1(K) permutdcidjat hasz-
naljak. Pontosabban fogalmazva sorra végigprébdljuk a h(K) + h;(K) sorszamu
celldkat (4 = 0,1,..., M — 1) az els§ iires helyig, ahol a rekordot elhelyezziik.
Itt az Osszeadds modulo M értendd, vagyis az Gsszeg mindig 0 és M — 1 kozotti
egésznek vehets. Permutdcidra azért van sziikség, hogy a h(K) + h;(K') sorszamui
celldk kiadjdk a tibla minden helyét. Ha nem taldltunk tires helyet a sorozat men-
tén, akkor arra kovetkeztethetiink, hogy a tdbla betelt, az uj rekordot mdr nincs
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hovi tenni. A h;(K') szdmok jelslésében azért tiintettiik fel K -t, hogy érzékeltes-
siik: a probasorozat fiigghet a kulcstdl is.

NN D
CT1 <] < [ | ]

0 BE)  A(K)+ ha(K) h(K) + ha(K) h(K) + ha(K) M1

e

Az el6z8 bekezdésben tulajdonképpen elmondtuk a beillesztés algoritmusat.
A keresés itt is egyszer(. Ha a keresett rekord kulcsa K, akkor sorra megnézziik
a h(K) + h;(K) sorszdamu celldkat (i = 0,1,...), amig megtaldljuk a keresett
rekordot, vagy iires celldhoz ériink, vagy pedig ¢ = M — 1. Az utdbbi két esetben
a keresett rekord nincs a tdbldban.

A t6rlés érdemi része is vildgos ezutdn. Megkeressiik az eltdvolitandd rekordot,
majd toroljiik a tablabdl. Ez utébbi fazis a szokdsosndl tobb koriiltekintést igényel.
Késdbb egy példa kapcsdn még foglalkozunk ezzel a kérdéssel.

A mobdszerek Osszehasonlitisdhoz, hatékonysdguk elemzéséhez hasznosak
lesznek a kovetkez6 jelolések:

N — atdbldban levs rekordok szdma

M — a tébla celldinak szdma

a= % —a telitettségi (betoltottségi) tényezd

Cn — a sikeres keresések (amikor a keresett rekord megtaldlhaté T-ben) sordn
megvizsgalt celldk atlagos szdma

Cn' - a sikertelen keresések (a keresett rekord nincs T-ben) sordn megvizsgalt
cellak dtlagos szama.

A Cn meghatdrozdsdban az ,dtlagos” dgy értend6, hogy a tdbldban levé mind-
egyik elemre egyenld eséllyel érkezik keresési igény. A C' esetében pedig arrdl
van sz6, hogy a h(K) érték ugyanakkora eséllyel lehet a 0,1, ..., M — 1 szdmok
barmelyike. Mindeme elSkésziiletek utdn lassunk néhdny fontosabb prébaméd-
szert:

Linesris prébalas

I hi(K) := —i. A K kulcsu rekord beillesztése sordn a h(K) cim( celldtdl in-
dulva addig 1épkediink egyesével balra, amig iires helyet nem taldlunk. A T'[0] cella
Utdn pedig, ha kell, a T[M — 1] celldval folytatjuk. A keresés koltségére érvényesek
a kdvetkezsk (nem bizonyitjuk):
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1 1
CN—i(”l—_a)

és

Néhany « értékre tibldzatba foglaltuk a formuldkbdl ad6dé keresési iddket.
Lithatd, hogy 80 szazalékos telitettség felett a sikertelen keresések mdr elég sok
id6t igényelnek.

o [2/370,8]0,9
Cv| 2] 3 |55
Ch | 5 [ 13 |50,5

Példa: Tegyiik fel, hogy a kulcsok természetes szamok, és a rekordjaink csak eb-
bsl az egyetlen mez6bél dllnak. Legyen a tdblaméret M = 7, €s legyen a hash-
fiiggvény h(K) := K (mod 7). Tegyiik fel még azt is, hogy az titkozések fel-
old4sara linearis probélast hasznilunk. fgy néz ki a tabla a 3, 11 és 9 kulcsok
beillesztése utdn:

001 23 45 6
L[ [ofsfuf [ ]

Ha most a K = 4 kulcsot szeretnénk beilleszteni, akkor mivel a T'[4], T'[3] és
T[2] helyek is foglaltak, hdrmat kell lépniink a prébasorozat mentén. A négyes a
T'[1]-be keriil:

01 2 3 4 5 6

[ Jafofsfnn] [ |

Toroljiik most a 9 kulesot. Elsé gondolatunk az lenne, hogy a sikeres keresés
utdn felszabaditjuk a T'[2] helyet ugyanolyan NULL értéket adva neki, mint ami a
még iires T'[0], T'[5] és T'[6] celldkban van. Ez azonban bajt okozhat, hiszen ezutédn
a K = 4 kulcs keresése sikertelen lenne. A prébasorozat mentén NULL értéki cel-
lahoz jutndnk, amibél azt hihetnénk, hogy a négyes nincs a tabldban. A megoldas
egy a NULL-t6l kiilonb6z8 TOROLT jel hasznalata (ez lehet pl. ). A keresések
sordn ezek a cellak atléphetdk; vigy tekinthetjiik Sket, mintha foglaltak volndnak.
Uj rekord beillesztésekor természetesen egy ilyen hely liresnek tekinthetd, és ismét
haszndlhatd. A t6rlés utdn a helyzet tehdt igy alakul:
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01 2 3 4 5 ¢
4% 3|11

Ezutdn mdr nem lesz baj, amikor a négyest keressiik. A T{2]-ben levé * jelbsl
tudni fogjuk, hogy tovabb kell Iépniink a probasorozat mentén. A torléssel kap-
csolatban itt vdzolt probléma dltaldnos a nyitott cimzést haszndlé médszereknél. A
javasolt megoldds, a TOROLT jel haszndlata, mikodik mds prébasorozatok esetén
is.

A példa egyébként mutatja a linedris prébdlds 6 hétrdnydt is. Ha sok rekord
van a tabldban, akkor hosszt, egybefiiggs ,,csomdk” alakulnak ki, megnévelve a
keresési utak hosszat. Mondjuk a 18 keresésekor elég nagy utat kell megtenni,
mire kideriil az igazsdg. Ezt a kellemetlen jelenséget elsédleges csomdsoddisnak
(klaszterez6désnek) szokds nevezni. A csomdsodds oka abban van, hogy ha egy
R' rekord beillesztése sordn elérjiik a mar tarolt R rekord keresési utjdt, akkor azt
rendszerint végig is kell jarnunk.

A linedris prébdldssal ismerkedSk gyakran kérdezik, hogy miért visszafelé 1ép-
kediink a tdbldban, és nem el8re. A magyardzat programozastechnikai természeti,
Az eljardsokban (sokszor) ellendrizniink kell, hogy a lépkedés sordn nem értiik-e
el a tdbla végét. Ha visszafelé, a tabla eleje felé megyiink, akkor a nulldval vald
egyenlséget kell vizsgdlni; ha a mdsik irdnyt vdlasztandnk, akkor egy M koriili
egész szerepelne a tesztekben. Az el6bbi tipust tesztek idGigénye joval kisebb,
amitdl a visszafelé Iépkeds kdd szamottevGen gyorsabb az eldre mendnél.

Alvéletlen prébalas

Ezeknél a médszereknél a 0,hy(K), ho(K), ..., hpr—1(K) prébasorozat a
0,1,..., M — 1 szdmoknak egy a K kulcstdl fiiggetlen dlvéletlen permuticioja.
A sorozatnak természetesen gyorsan és hatékonyan reprodukdlhatonak kell lennie,
hiszen minden adatelérési mdveletnél haszndlni akarjuk. Ez a kikotés éppenséggel
ellentétes a véletlenszertiséggel. Mdsfeldl viszont ha a sorozat eléggé ,,véletlen-
szeri", elég szeszélyesen ugrabugrdl, akkor a tabldban nem tapasztalunk elsédle-
ges csomésoddst. A két torekvés egymdssal ellentétesnek tiinik, de mint példak
mutatjak, 6sszebékithetsk.

Az dlvéletlen prébalds sem mentes teljesen a csomdsoddstdl, bar ez kisebb
mértékben rontja a hatékonysagot, mint a linedris prébdldsra jellemzd elsddleges
csomésodds. Arrél van sz6, hogy ha a K és L kulesokra h(K) = h(L), akkor a
K és L kulcsok teljes prébasorozata is megegyezik. Ha tehdt sok azonos cimre
keriils kulcs van, akkor a kdzos probasorozatuk mentén alakul ki csomdsodas. Ezt
a jelenséget mdsodlagos csomésoddsnak nevezzik.

Az dlvéletlen prébaldsra egy hasznos és mutatés példa a kvadratikus maradék
proba. Legyen M egy 4k + 3 alakd primszdm, ahol k egy egész. Ekkor a prébaso-
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rozat legyen

2 2
0,12,—(12),22,*(22),...,(-Jk%—l> ,—(M2 1) .

Egy kis szdmolgatds (az M = 19-et javasoljuk az olvasénak) érzékelteti, hogy a
sorozat tényleg elég szeszélyesen lépked. Elméleti érvek is szélnak a ,,véletlensze-
riisége” mellett; ezeket most melldzziik. Megmutatjuk viszont, hogy a sorozat a
modulo M maradékosztilyok egy permutdcidjdt adja. Ez konnyen kovetkezik az
alabbi ténybdl.

Allitas: Ha M egy 4k + 3 alakii primszdm, akkor nincs olyan n egész, melyre
n?=-1 (mod M).

Bizonyitas: Indirekt érvelve tegyiik fel, hogy n egy egész szam és n? = -1
(mod M ). Ekkor

—1=(-1)7z =n*7 =nM"'=1 (mod M).

Az utolsé [épésnél a kis Fermat-tételt haszndltuk. Az elejét a végével Gsszevetve
—1=1 (mod M) adédik, ami képtelenség. 0

Nyilvanvald méarmost, hogy ha0 <1 < j < M:fl,akkor i2 # 52 (mod M).

Ugyanis a j2 — 42 = (j ~ i)(j + 1) felbontds egyik ényezSje sem lehet oszthatd
M-mel, tehdt a szorzatuk sem. Ugyanigy kapjuk, hogy —i2 # —j2 (mod M).
Az i? = —j? (mod M) kongruencidbdl pedig (ij71)? = ~1 (mod M) ké-
vetkezne, ahol 7! jelohi a j multiplikativ inverzét modulo M. Ez a kongruencia
pedig az el6z§ dllitas szerint nem lehetséges. A prébasorozatban tényleg nincs is-
métisdés.

Ami a keresés koltségét illeti, a legjobb viltozatok id&igénye igy alakul (nem
bizonyitjuk):

CNzl—log(l—a)—%

a sikeres keresésre, és

] 1

~

“NEITa)

—a—log(l — a)

a sikertelen keresés sordn megvizsgdlt cellak dtlagos szdmdra. Ezek az 6ssze-
fiiggések valamivel dltaldnosabban érvényesek az olyan moédszerekre, amelyekre
hi(K) = fi(h(K)); vagyis ahol a h(K) érték mar az egész prébasorozatot meg-
hatdrozza.
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Kettss hash-elés (G. de Balbine, J. R. Bell, C. H. Kaman, 1970 kériil.)
A recept lényege, hogy a h mellett egy masik h' hash-fiiggvényt is hasznalunk.
Utébbival szemben kdvetelmény, hogy a h/(K) értékek relativ primek legyenek
az M tdblamérethez. A K kulcs prébasorozata ekkor h;(K) := —ih/(K). Ha
M és W' (K) relativ primek, akkor a 0, —h/(K), —=2h/(K), ..., ~(M — DR'(K)
sorozat elemei mind kiilonb6zk modulo M, igy alkalmas lesz prébasorozatnak. E
médszerek fontos sajdtossdga, hogy a kiilénbozs K és K' kulcsok prébasorozatai
i6 eséllyel akkor is kiilonbozSk lesznek. ha h(K) = h(K’). A legjobb ismert
implementdciok idSigénye (empirikus adatok alapjan)

1 . -
(1-a) OnE Ty

A kettds hash-elés hatékony, a gyakorlatban is jé viselkedést mutaté mdédszer.
Ezzel kapcsolatos tovabbi tapasztalati €szrevételek a kovetkezSk:
1. A kettSs hash-elés kikiiszoboli mindkétféle csomdsodast.
2. Sikertelen keresés esetén minden érdekes a-ra gyorsabb, mint a linedris préba-
lés.
3. Sikeres kereséskor csak az o > 0, 8 tartomdnyban lesz gyorsabb a linedris pré-
baldsnal.

C ~ —lo
N g

Végezetiil bizonyitds nélkiil megemlitiink néhany tényt a vodros hash-elés
bels§ memdrids viltozatirdl. Ekkor rekordokat (celldkat) lancolunk. Egy vodor te-
hét cellakbdl 4il6 ldnc lesz. Jeldlje M a vodorkatalégus méretét. Tegyiik fel, hogy
a rekordok a kulcs szerint nem csokkend sorrendben vannak a listdjukra fiizve.
Ekkor igazolhat6, hogy ha 0 < a < 1, akkor

CNz1+%a és C}Vzl+%a2.

A ldncolds dltaldban jéval helyigényesebb a nyitott cimzésii médszereknél. A
megvizsgalt celldk szamat tekintve — ezt mérik a C és C}V mennyiségek — viszont
hatékonyabb azoknal mind a sikeres, mind a sikertelen kereséseket illetSen. Valodi
idGben mérve az Gsszevetés mar nem ennyire egyértelmd, mert a listdk kezelése

P

nehézkesebb, mint a tdmbszer( tabldké.

Feladat: Igazoljuk a bels§ memérids ldncolds sikeres keresésének idejét megadd
formulat.
4.2. Hash-fiiggvények

A hash-elést haszndlé6 mdédszerek hatékonysdga nagymértékben fiigg a h hash-
fliggvény mindségétsl. A h fiiggvénnyel szemben két alapvetd kvetelmény van:
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legyen konnyen (gyorsan) szdmithatd, és minél kevesebb litkozést okozzon.,

Az els6 kovetelmény magitdl értetdds: a mddszer alkalmazdsa sordn minden
rekordelérés egy h( ') érték kiszdmitdsa alapjan torténik. ahol K egy Kulcs,

A masodik kovetelmény elég nehezen megfoghatd, mert a gyakorlatban eléfor-
dul6 kulecshalmazok egyiltaldn nem véletlenszertiek (a fejezet elejének példdjahoz
kapcsolédva mondjuk a Kovics név sokkal gyakoribb, mint az Eordogh). Kevés
elméleti eredmény van, viszont jelentSs tapasztalati hdtteri ismeret halmozddott
fel. Tlyen hasznos empirikus tandcsok példdul, hogy h(K) értéke lehetSleg a K
kulcs minden bitjété] fuggjon, és a h értékkészlete a teljes [0, M — 1] cimtarto-
mdny legyen. Fontossdgat tekintve két médszer emelkedik ki a mezdnybdl. Ezeket
ismertetjliik a kdvetkezékben.

Osztémédszer

Legyen h(K) := K (mod M), ahol M atibla vagy a vodérkatalégus mérete. Itt és
a tovibbiakban is feltessziik, hogy a kulcsok egész szamok. Ez nem jelent lényegi
korlatozast. A gyakorlatban elSforduld kulesok dltaldban kénnyen és gyorsan kon-
vertdthatok egészekké. Legtobbszor arrdl van szé, hogy valamilyen bitsorozatot
szdmként értelmeziink. A h(K') szamitdsa gyors és egyszeri: mindossze egy ma-
radékos osztdst igényel. A linedris probalasndl szerepld példaban az osztdmddszert
alkalmaztuk.

Az osztomddszer haszndlatakor M, a tdbla mérete sem teljesen kozOmbds. Pél-
daul ha M a 2 egy hatvanya, akkor h(K') csak a kulcs utolsé néhdny bitjétdl fligg.
A j6 M értékeket illetSen van egy széles korben elfogadott recept, amit a szakma
D. E. Knuth javaslaraként tart szimon. Eszerint megfelels, ha M -et primnek vé-
lasztjuk, vgy, hogy M nem osztja r*+a-t, ahol r a karakterkészlet elemszdma (pl.
128, vagy 256) és a, k ,kicsi" egészek.

Az, hogy M prim, lényeges feltétel a kvadratikus maradék prébandl. Ugyan-
csak elénye az ilyen szdmoknak, hogy koénnyd hozzdjuk relativ prim szdmot ta-
lalni. Az utébbi tulajdonsig a kettds hash-elésnél jut szerephez.

Szorzémoédszer
Ennél az eljardsndl egy rogzitett 8 paraméter haszndlatos, ami egy valés szam.
Ennek birtokdban legyen

WE) = |M - {BK}).
A formuldban {z} jeloli az z valos szdm tortrészét. Szemléletesen az torténik,

hogy {#K} kiszamitasdval a K kulcsot ,,véletlenszerten” bel&jiik a [0, 1) inter-
vallumba, majd az eredményt felskaldzzuk a cimtartomdnyba.
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Hatékonyan szdmithaté specidlis eset a kovetkezd: legyen a tdblaméret
M = 2%, jelolje w a gépiink székapacitasat (pl. w = 232), és legyen A egy a w-hez
relatfv prim egész. Ekkor 8 = 4 vilasztas mellett h(K) igen j6l szamolhats. A
szamok bindris dbrazoldsaval dolgozva lényegében egy szorzdst és egy eltolast kell
elvégezni.

A szorzéméddszer (€s az osztédmddszer is) jOl viselkedik szdmtani sorozato-
kon, azaz {K,K + d,K + 2d,...} alakd kulcshalmazokon. Ilyenek konnyen
adédnak gyakorlati adatkezelési feladatokbdl, amint azt a rermékl, termék2, ter-
mék3, ... és ahasonlé szerkezeti kulcshalmazok mutatjak. Megmutathatd, hogy a
hK), h(K+d), h(K-+2d) ... sorozat kozelitSleg szimtani sorozat lesz, azaz h jol
,szétdobja" a kulcsok szamtani sorozatait. Ennek a ténynek szép elméleti hattere
van. Tegyiik fel, hogy (3 egy irraciondlis szam, €s nézziik a 0, {5}, {28}, ..., {nB}
sorozat eloszldsat [0, 1)-ben. Nagy n értékre ez egyenletes: egy z hosszisdgi
(0 < z < 1) részintervallumba kériilbeliil zn elem esik, ha n — oo. Ez adédik az
alabbi csodaszép eredménybdl.

Tétel (T. Sés Vera, 1957): Legyen (3 irraciondlis szdm, és nézziik a 0, {3},
{26} , ..., {nB} pontok dltal meghatdrozott n + 1 részintervallumor [0,1)-ben.
Ezek hosszai legfeljebb 3 kiilonbozé értéket vehetnek fel, és {(n + 1)3} a leg-
hosszabbak egyikét fogja két részre vdagni. O

Ismert még, hogy a [0,1)-beli szdmok koziil a legegyenletesebb eloszlast a
B=¢ 1l = ¥51 = 0.618033988 ... &sa ff = ¢ "2 = L — ¢! értékek adjdk. Ek-
kor ha {(n + 1)} a kordbbi osztépontok altal meghatdrozott I részintervallumba
esik, és azt a, valamint b hosszlisdgl részekre osztja, akkor % < % < 2 mindig
teljesiil. Eszerint érdemes a szorzémddszernél az A egészet ugy valasztani, hogy
% kozel legyen ¢~ !-hez. A § ilyen valasztdsdval kapott médszereket Fibonacci-

hash-elésnek nevezziik.

A kettds hash-elés masodik fiiggvénye

A kettds hash-elésnél olyan R’ fiiggvényre van sziikség, melynek értékei a
[0, M — 1] intervallumba esnek, és relativ primek az M tdblamérethez. Ha M
prim, akkor a ki vetkezd fiiggvény megteszi:

W(K) =K (mod M —1) + 1.

Az elsg tag 0 és M — 2 kozé es egész, ezért a h' értékei 1 és M — 1 kozott lesz-
nek, s6t az értékkészlete éppen az [1, M — 1] intervallum egészeibdl 4ll. EbboI ket
hasznos dolog kovetkezik. Egyrészt az, hogy h'(K) és M relativ primek. Mdsrészt
az is teljesiil, hogy elég sok — szdm szerint M — 1 - kiilonb5z8 prébasorozatot ad.
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4.3. Hash-elés kontra keresofak

Két erbteljes és gazdag mddszercsalddot ismertiink meg a keresés, besziirds, torlés
¢&s az ezekre épiil6 miveletek megvaldsitisara; divatos kifejezéssel élve: dinamikus
halmazok kezelésére. Az egyik megkozelités a hash-elt szervezés, a mdsik pedig
a keresGfa adatszerkezet. Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy milyen szem-
pontok szerint vilasszunk a kettd kozil. Ez felmeriilhet gy, hogy nekiink kell egy
dinamikus halmazokat kezeld programot {rni, de dgy is, hogy egy készen kaphaté
rendszer (pl. adatbaziskezel8) altal nydjtott lehetSségek koziil kell valasztani. Ha-
rom szempontot emlitiink, amelyek segitenek az eligazodasban.

Atlagos viselkedés — legrosszabb eset

A hash-elt szervezésnél az alapmiveletek (keresés, besziris, torlés) dtlagos érte-
lemben gyorsabbak, mint a kereséfiakndl. Ezt tiikrozi az a tény, hogy a hash-elésnél
rogzitett o < 1 telitettségi tényezdnél a megvizsgdlt lapok, illetve celldk szama
atlagosan konstans korldt alatt marad. Szamos alkaimazdsnal éppen az atlagos se-
besség, ami igazdn szamit. Példdul az ligyviteli alkalmazasok egy jelentds részénél
csak az a fontos, hogy nagy mennyiségli teenddt 6sszességében kedvezd 1d6 alatt
elvégezziink, és nem érdekes, ha ezek koziil néhdany hosszabb ideig tart, mint a
tobbi. Az ilyen esetekben a hash-elés felé billen a mérleg nyelve.

Vannak ezzel szemben olyan helyzetek, ahol a legrosszabb, legkedvez&tlenebb
esetekben is elég gyorsnak kell lenni. A legdramaibb példdk ebbdl a szempontbdl
az un. valos idejii feladatok. Ezek jellemzGje, hogy a programnak meg kell fe-
lelnie valamilyen kiils§ folyamatok feszitett id&beli kényszereinek. Mondjuk egy
erémi kazanjinak szelepeit vezérl§ rendszertSl elvarjuk, hogy a megnévekedett
hémérsékletre még azelStt reagdljon, nyissa ki a szelepeket, miel6tt szétrobban a
kazan. Groteszk lenne a katasztréfa utdn azzal takarézni, hogy a program éppen
egy hosszd vodorben kotordszott valami adat utdn. Az ilyen kortilmények kozott
adédé dinamikus halmazokat keres6fdkban kell tarolnunk, mert azok a legrosszabb
esetek idejére is garancidt nydjtanak.

Rendezés a felhasznaléi igényekben

ElSfordul, hogy az adatok rendezésére vonatkozé feltételek komoly szerepet jat-
szanak a felhaszndldi igényekben, példaul sok MIN, MAX, és/vagy TOLIG-tipust
kérdésre kell vilaszolni. Ekkor a keres6fdk ajanlhatdk, hiszen j6 megoldasokat
nytjtanak az ilyen feladatokra. A hash-elt szervezések nem, vagy csak meglehetd-
sen bonyolult kiegészitd megoldasokkal tudjdk figyelembe venni a rendezettséget.
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pinamika

A hash-elt szervezés nem tdmogatja az dllomény nagyon dinamikus névekedését.
Ha a tabla betelik, vagy ha o mér il nagy, akkor 4j, nagyobb tabldval (vodorka-
ralégussal) djra kell szervezni az dllomdnyt. A keresdfdk ezzel szemben rendkiviil
rugalmasan, tdg hatarok kozétt tudjdk véltoztatni a méretiiket. Ha tehdt gy 14t-
juk, hogy a tarolando dllomdny mérete erételjesen vdltozni fog, vagy nem tudunk
a méretre realisztikus fels6 korldtot adni, akkor inkdbb a keres6fik ajanlhatok.

4.4. Szekvencialis keresés

Gyakran el6fordul, hogy egy dllomdny (t6mb, lista, stb.) szegényes szerkezetd. Ez
alatt azt értjiik, hogy nincs benne elég rendszer, és ezért a keresésre nincs jobb
médszeriink, mint a szerkezetet ,.elejétdl a végéig” bejarni, vagy legaldbbis addig,
amig a keresett adatot meg nem taldljuk. Az ilyen esetekben szekvencidlis keresés-

rol beszéliink. A modell, amit haszndlunk, a rekordokbdl dllo tdbla.

(B [ [Ra [ [Bvoi | B |

A feladat az R rekord megtaldldsa a tdbldban, ha egyaltalin benne van. A kere-
sés ugy torténik, hogy a tibla elejétdl kezdve sorra dsszehasonlitjuk az R rekordot
az R; rekordokkal (i = 1,2,...). A keresés befejez6dik, ha R = R;, vagy i = N.
A keresés koltsége a tdbla megvizsgalt celldinak szama.

Ha semmiféle tovabbi feltevéssel nem éliink, akkor a sikeres keresés dtlagos
koltsége

1+2+-+N N+1
N 2
Az dtlag igy értend§, hogy az R = R,; események egyenl§ esélytiek. Sikertelen
kereséskor, amikor az R rekord nincs a tabldban, a koltség mindig N.

Ha a tabla a rekordokat egyértelmiien meghatirozé kulcs szerint rendezett, ak-
kor sikeres keresésnél a helyzet viltozatlan, ﬂ%l az dtlagos koltség. A sikertelen
keresés idSigénye csokkenhet, hiszen a tdbldt csak akkor kell végignézni, ha R
kulcsa nagyobb az Ry kulcsindl. Beszélhetiink dtlagos koltségrdl is: a beszird-
sos rendezés elemzésében haszndlt feltételhez hasonléan tegyiik fel, hogy az R
egyenld eséllyel keriil az R; rekordok dltal meghatdrozott N + 1 rendezési inter-
vallum barmelyikébe. Ekkor a megvizsgalt celldk dtlagos szdma

1+2+---+N~1+N+N N N N

— <4l
N+1 7 TN+1 2
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Tegytik fel a tovabbiakban, hogy csak sikeres keresésekkel van dolgunk, és
legyen p; annak a valészintisége, hogy az R; rekordot keressiik. Ekkor p1 + py +
-+-+pn = 1, és a keresés vérhat6 koltsége

Cn =p1+2p2+3p3+ -+ Npn.

Feladat: Mutassuk meg, hogy adott valészinliségek mellett Cy akkor minimdlis,
hap; > p2 > ... > pn. (Hai < jés p; < pj, akkor az R; <+ R; csere utdn C'y
kisebb lesz.)

A feladat szerint a rekordokat a keresési gyakorisdgok szerint nem novekvs
sorrendben érdemes a tabldban tartani. El&fordul, hogy a {p;} eloszldst, vagy an-
nak elég j6 kozelitését ismerjiik, és ezért ki tudjuk alakitani az optimdlis sorrendet.
Olyan alkalmazasokndl fordul ez el§, ahol a tdbla statikus, a tartalma nem vélto-
zik, €s kizérdlag Keresési igények meriiinek fel. llyen alkalmazésra elég 36 példa
egy archiv szovegeket (mondjuk régi folydiratok tartalmat) tdrolé rendszer. Néz-
ziik meg ezutdn, hogy miként alakul a Cy értéke néhdny érdekes eloszlds esetén,
amikor a rekordok a p; értékek szerint nem novekvd sorrendben vannak a tdbldban.

Egyenletes eloszlas: it p; = ﬁ minden i-re. Ekkor, ahogy azt az el6bb mar
lattuk, Cy = 252, Atlagosan tehdt a tdbla celldinak a felét kell megnézni.

Egy nagyon ferde eloszlas: Legyen p; = 21—, hal<i<N-1,épy= —2—1\—,1:—1—
A kupacépités elemzésénél haszndlt hiromszdg alaky tdblazat 6sszegezésével be-
lathat6, hogy C értéke nagyon kicsi: Cy = 2 — 51—\71—_—1 Ez nem meglepd, hiszen
a p; sorozat rohamosan csokken.

Zipf eloszlas: Jelolje H,, az n-edik harmonikus szdmot:
1 1 1
Hn=1+§+§+...+;.
Ahogy azt a gyorsrendezés elemzésénél mar emlitettiik, H, = logn + v + o(1),
ahol v = 0.55721... az Euler-dlland6. A Zipf eloszlds valdszintiségei p; = f
ahol ¢ = ‘Hl,\T A Zipf eloszlas elGfordul tobb, az adatkezelés szempontjdbdl érde-
kes Gsszefliggésben. Kozelit6leg ilyen eloszldst kdvet példdul egy atlagos (angol
nyelvid) szovegben az i-edik leggyakoribb sz6 gyakorisdga. Egyszertien adodik,

hogy

N N c N
i=1 =1

A keresés virhaté koltsége tehat N/ log N koriil van.
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80-20 szabdly:  Arrdl a szimit6gépes gyakorlatban megfigyelt, sok esetben érvé-
nyes jelenségrdl van sz, hogy az adatelérési igények 80%-a a rekordoknak koriil-
peliil csak 20%-dt érinti. Erre a 20%-ra ugyanez a szabdly érvényes. EbbgI kovet-
kezik, hogy az igények 64%-a az dllomanynak mindossze 4%-at érinti.

A 80-20 szabaly szerint viselkedd eloszldsra minden 1 < m < N esetén

P1L+p2+ - +poam
pP1+ ...+ DPm
E kovetelményeknek megkdzelitden eleget tev eloszldst kapunk a p; = T

~ 0,8.

va-
-9J
lasztdssal, ahol

log 0,8 _ 1 _ 1 o opr(1-0) 1
Thogo2 T 7 T yuow &My =T gy e ey

A sikeres keresés vdrhaté idejére megmutathatd, hogy Cy =~ 0, 122N. Egy ilyen
eloszldst kovetd dllomanyban az optimdlis sorrend mellett a keresés mintegy négy-
szer gyorsabb, mint a rekordok (egyenletes eloszlds szerinti) véletlen sorrendje
esetén.

Onszervezd médszerek

Mit tehetiink abban az esetben, ha a p; keresési valészinliségeket nem ismerjik,
vagy esetleg azok idGvel valtoznak? Ilyenkor a sikeres keresés utdn érdemes val-
toztatni a rekordok sorrendjén. Az S-fakndl mér lattunk példat arra, hogy vissza-
csatoldson alapulé egyszeril valtoztatdsok jelentSsen javithatjdk egy adatszerkezet
hatékonysagat. A jelen esetben a keresések sorozatat dgy is felfoghatjuk, hogy
mintédt vesziink a {p;} eloszldsbdl, vagyis nézziik az R = R; események g¢; ta-
pasztalati gyakorisdgdt. A g; gyakorisdg ng, ha az éppen megtalalt rekord R;, ezért
ekkor R;-t elébbre vissziik a tabldban, feltéve, hogy i > 1. Két alapvetd otletet
emlitiink.

(a) A keresett (és megtaldlt) R; elemet a tdbla elejére vissziik. Az eredmény:

(B[ BR[| [Rw]

(b) A keresett (és megtaldlt) R; elemet felcseréljiik a megelézével.

(B [ R [R1]...] [Bn]

Ha az eloszlds idében vdltozik, akkor az (a) megoldds ajdnlatos. Ha a {p;} el-
0szlds stabil, azaz idében nem viltozik, akkor a (b) heurisztika eredményesebb. A
(b) véltozatrél azt sejtik, hogy optimdlis megoldast ad az olyan esetekben, amikor
egy ismeretlen statikus eloszldssal van dolgunk, és nem all médunkban nyilvantar-
tani a g; elérési gyakorisdgokat.




