3.
Keresofak

Vagy taldlunk utat, vagy épitiink egyet.
HANNIBAL

Az egyik legalapvetdbb adatkezelési igény, hogy adatok véges halmazait hatéko-
nyan tarolni tudjuk. Hatékonysdgon elsGsorban az értendd, hogy a keresés, be-
illesztés, torlés és modositds miveletei gyorsak legyenek. Ebben a fejezetben a
problémdnak azzal a fontos specidlis esetével foglalkozunk, amikor a tarolt S hal-
maz elemei egy (U, <) rendezett tipusbdl valék. Ebben az esetben tovédbbi termé-
szetes igények is felmeriilnek: érdekelhet benniinket az S legkisebb vagy éppen
legnagyobb eleme, esetleg az S-nek az [a, b] intervallumba es§ elemei (a, b € U).

Az igy korvonalazott feladatcsokornak megfelel adatszerkezet a keresdfa,
amihez egyetlen (U, <) rendezett tipus tartozik. A szerkezet célja az U egy vé-
ges S részhalmazat tdrolni gy, hogy BESZUR, TOROL, KERES, MIN, MAX,
TOLIG hatékonyak legyenek.

Ebben a megkozelitésben jelentSs egyszer(isités van. A legtdbb esetben a td-
rolni kivant adataink osszetett szerkezettiek, tobb kiilonbozd tipusd informdcio-
elembdl dllnak. Ezek koziil dltaldban egy vagy csak néhdny adja a keresés/tdrolds
alopjdt jelent kulcsot. A terftékre keriils algoritmusok szempontjdbol azonban
eléggé kozombos, hogy a kulcs mellett vannak-e még tovabbi adatmezdk is. A
legtobb esetben mit sem vesztiink azzal, ha feltessziik, hogy csupdn U bizonyos
elemeit kell tarolnunk. Ezzel az egyszer(sitéssel lehetdvé valik, hogy csak az al-
goritmikus szempontbél lényeges tényezbkre figyeljlink.

A miiveletek pontos értelmezésében — elsGsorban a kivételek kezelésénél —
tobbféle viltozattal taldlkozhatunk. Ezeket nem célunk itt attekinteni; csak a mii-
veletekhez kapcsoléds jellegzetes teenddkrdl ejtiink szét.

A BESZUR(z, S) eljdrds(hivds) beilleszti az x € U elemet a tdrolt S hal-
mazba. TOROL(z, S) hatasdra z kikeriil az S halmazbsl. KERES(x, §) megadja
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az z elem helyét az S-ben, feltéve, hogy z € S. MIN(S) megadja az S-nek a <
rendez€s szerinti legkisebb, MAX(S) pedig a legnagyobb elemét. Az intervallum-
keresésnek az S halmaz mellett van még két paramétere. Ezek az U elemei; jelsl-
jiik ket a-val és b-vel. TOLIG(a, b, S) eredménye azon s € S elemek dsszessége,
melyekre teljestil, hogy a < 5 < b.

Az adatszerkezet nevében a fu sz6 arra hivatott utalni, hogy a legjobb ismert
implementicidk fikra épiilnek, faszerd struktdrdkat haszndlnak. Miel6tt ezekbdl a
megolddsokbdl ismertetnénk egy csokorra valét, egy kis kitérdt tesziink, rogzitve
néhdny bindris fakra vonatkozd tényt.

3.1. Binaris fak

oo

Bindris fakkal mar taldlkoztunk az el6z6 fejezetben a kupac adatszerkezet kapcsdn.
Ott érintettiik egy tdroldsi médjukat is, ami csak bizonyos specidlis, terebélyes
fdkra mikodik. It egy dltaldnosan haszndlhaté megadasi médot szeretnénk bemu-
tatni. Ebben a fa egy csiicsa Gsszetett szerkezetii; dgy gondothatunk rd, mint egy
rekord-tipust objektumra mondjuk a Pascal nyelvb&l. A4 z cstcs fontosabb ssze-
tevdi, ,,mezdi" a kovetkezdk: elem(z) az z csdcsban tarolt érdemi informicid; ez
a késSbbiekben legtobbszor egy U-beli kulces lesz. A bal(z) mez6 egy mutat6 az x
cstics bal fidra, jobb(x) pedig a jobboldali fidra. A médszerek targyaldsakor ezeket
a mutatdkat olykor azonositani fogjuk a mutatott csticcsal. Nagyjdbdl ennyi tarto-
zik a bindris fak alapvetd reprezentdcidjdhoz. Bizonyos esetekben tovabbi mezdk
is hasznosak lehetnek. Ilyen példdul az z csics apjara mutaté apa(x) mezd vagy
az x-bil és leszdrmazottaibdl all6 z-gyokerd részfa csicsainak szamat tartalmazé
s(x) mezé.

Példa: A kovetkezd dbra egy bindris fit mutat; a tarolt elemeket - ezek szdmok
és miveleti jelek - a csdcsokba frtuk. Jeldlje « a fa gyokerét, y pedig a 9-et tar-
talmazé cstcsot. Ervényesek a kovetkezok: bal(jobb(z)) = y, apa(apa(y)) = =,
elem(bal(x)) = * és s(x) = 7.

() )

ORONONG

A fejezetben fontos szerep jut majd a fdk alakjdnak. Mint ldtni fogjuk, azok
a fak lesznek hasznosak, amelyek eléggé telt alakdak. EbbSl a szempontbél azok
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a fak idedlisak, melyeknek a szintjeik szdmdhoz képest a lehets legtobb cstcsuk
van. Ha a szintek szdma [, akkor ez 2! — 1 csticsot jelent. Az ilyen fikat ebben a
részben zeljesfdknak fogjuk nevezni. Ez némiképp eltér a kupac adatszerkezetné]
pevezetett haszndlattél. A terminolégiai kettGsséget azért vdllaljuk, mert eléggé
4ltaldnos a szakirodalomban.

A mostani meghatdrozds szerinti teljes fak ugy jellemezhetSk, hogy minden
leveliik ugyanazon a szinten helyezkedik el, és minden bels6 csticsuknak két fia
van.

A bindris fak alkalmazdsaindl fontos szerepet jdtszanak az olyan médszerek
_ bejdrdsok — amelyek valamilyen értelmes sorrendben végigmennek a fa csiicsain.
Altaldban arrél van sz6, hogy amikor a bejdrds sordn az y csics keriil sorra, akkor
valami y-nal kapcsolatos teend6t végziink el (pl. kinyomtatjuk a benne tirolt in-
formaciot). A bejarasokat e teend6ts] fiiggetleniil érdemes targyalni, ezért egysze-
rden csak azt mondjuk, hogy megldtogatjuk y-t. A legismertebb bejaré médszerek
a preorder, inorder és postorder bejarasok. Itt kdvetkezik a rekurziv definiciéjuk;
z jeloli a fa gyokerét, az eljardsok nevei pedig pre(), in{) és post().

pre(z) in(z) post(x)

begin begin begin
ldtogat(z); in(bal(x)); post(bal(z));
pre(bal(z)); ldtogat(z); post(jobb(z));
pre(jobb(z)) in(jobb(zx)) ldtogat(z)
end end end

A hdrom eljdrds csak a ldtogat(z); helyében kiilonbozik egymdstdl. A preorder
bejdrds elGszor meglitogatja a gydkeret, majd rekurzive hivia Gnmagdt el§szor a
bal, majd a jobb részfira. Az inorder bejdrdsndl a ldtogatds a két onhivds kozé
keriilt, a postorder-mddszemé! pedig a hivasok mogé.

frjuk le az eléz6 példa fajiban levd elemeket abban a sorrendben, ahogy az
eljdrasok megldtogatjak a csticsokat!

preorder sorrend; + * 85 — 96;

inorder sorrend: 8 * 5 + 9 — 6, megfelelSen zérdjelezve: (8 * 5) + (9 — 6);

postorder sorrend: 85 * 96 — +.

Az egyes sorrendek a fa 4ltal meghatérozott aritmetikai kifejezés kiilonboz6 irds-
mddjainak felelnek meg. A kozépsd, az inorder sorrend adja a szokdsos frdsmodot.

Nézziik most a médszerek koltségét. Elég a preorder bejdrdsra szoritkozni; a
mdsik kettd ugyanigy kezelhets. Tekintsiik egységnyinek a pre(y)-hivds kezdé-
s€vel s befejezésével jaro koltségeket; itt y a fa egy tetsz8leges csicsa. Ugyan-
csak legyen 1 a bal(y) és jobb(y) mutaték mentén valg Iépés, valamint ldtogat(y)
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idGigénye. Jeldlje T(n) a mdédszer maximalis koltségét legfeljebb n-pontd fakra.
Feltehetjiik, hogy T'(0) = 0 és a rekurzié alapjan

Tn)<c+ 0<1?<a3_1{T(i) +T(n—1-14)}

A madsodik tag a két rekurziv hivds koltsége, az els§ pedig a hivdsokon kiviili
munka id8igényét becsld n-tél fliggetlen ¢ dlland6. Egyszer(i indukciéval adédik
innen, hogy T'(n) < c¢n. Ez ugyanis nyilvan igaz, han = 0. Nagyobb n-ekre pedig
az indukcios feltevés szerint

T(n) < e+ max {ci+e(n—1-i)}=c+eln—1)=cn.
0<i<n~1

A bejdrdsok tehdt O(n), azaz linedris idSben megvaldsithatok.

Feladat: Tegyiik fel, hogy adott az ! szintb6l 4ll6 f bindris fa y cstcsa. Javasol-
junk O(1) koltségli mddszert a preorder (inorder, postorder) sorrendben az y utdn
kovetkezd cstics megtalaldséra.

¢
3.2. Binaris keresofak, naiv algoritmusok

A keresdfa adatszerkezet megval6sitasai koziil elsé helyre kivankoznak a bindris
keresdfdk. Ezek legfGbb kozds vondsa, hogy a tarolni kivant S C U halmaz ele-
mei egy bindris fa csdcsaiban helyezkednek el, csiicsonként pontosan egy elem.
Teljesiil ezen feliil a kereséfa-tulajdonsdg:

Tetszdleges x csiicsra és az x baloldali részfdjdban levé y csicsra igaz,
hogy elem(y) < elem(x). Hasonléan, ha z egy csiics az x jobb részfdjd-
bol, akkor elem(z) < elem(z).

Egy kényelmes megdllupodds: a tovabbiakban feltessziik, hogy nincsenek ismét-
16d5 elemek a keres6fiban. Ez a megallapodas jelentSsen egyszerdsiti a modsze-
rek lefrsat, a benniik levé gondolatok érzékeltetését. Az algoritmusok, amiket tar-
gyalni fogunk, kisebb-nagyobb mdédositasokkal miikédnek akkor is, ha megenged-
jiikk az ismétlédéseket. A hatékonysdguk viszont romlik, ha bizonyos elemekbdl
til sok példdny van; gondoljunk arra, hogy milyen haszndlhatatlan lenne a telefon-

konyv, ha mindenkinek ugyanaz lenne a neve.

A megdllapodast figyelembe véve a keres6fa-tulajdonsag kovetelményeiben
szigori egyenlGtlenségeket érthetiink: az z bal részfajdban levd elemek kisebbek
x eleménél, a jobb részfiban levdk pedig nagyobbak anndl. A kovetkezd példdban
az elemek természetes szdmok, a rendezés a szokdsos. A fdban tdrolt S halmaz
{1,2,4,6,8,9}.
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Feladat: Igazoljuk, hogy egy bindris keresSfa elemeit a fa inorder bejardsa nd-
vekvd sorrendben latogatja meg.

Keresés binaris keresofakban

Tegyiik fel, hogy az S bindris keresSfanak n csticsa €s [ szintje van, és legyen
s € U. A KERES(s, S) els@ 1épésében 6sszehasonlitjuk S gyokerének s’ elemét
s-sel. Ha s = s/, akkor megtaldltuk a keresett cstcsot (elemet). Ha s < s/, akkor a
keresGfa-tulajdonsdg miatt a bal, ha s > s', akkor a jobb részfiba megyiink tovibb,
ismételve a fenti 1épést. Az el3z6 példa fijanal a KERES(4, S) a gyokérnél balfelé
1ép, hiszen 4 < 6, utdna jobbra, mert 4 > 2; végiil megtaldljuk a keresett elemet.
Ugyanezt az utat jarjuk be a KERES(5, S) kapcsan. A négyest tartalmazé levélnél
kideriil, hogy a kérdéses elem nincs a fdban, hiszen eddig nem taldltuk meg, és mar
nem tudunk tovabblépni.

Egy Osszehasonlitds és egy mutaté mentén megtett 1épés drdn az eredetinél
egy szinttel alacsonyabb fiban folytathatjuk a keresést. Ebbd! kovetkezik, hogy a
mddszer koltsége ardnyos a szintek szdmdval: O(().

A MIN és MAX mdveletek is eléggé egyszeriiek. Az el6bbinél addig megyiink
a gyokértSl balra a fiban, amig lehetséges, az utébbinal pedig a jobboldali irdnyt
tiintejiik ki figyelmiinkkel. E két eljards koltsége is O(1).

A TOLIG(a, b, S) hivéds az S halmaz a és b kozé esd kulcsait hivatott Gssze-
gytjteni. Evégbdl KERES(a, S) segitségével megkeressiik a széban forgé inter-
vallum elejét, majd inorder sorrendben ellépdeliink az utolsé olyan kulcsig, ami
még nem nagyobb, mint b, Az inorder lépkedéshez hasznos a csticsokban egy mu-
taté — igynevezett inorder fonal — az inorder bejards szerinti kovetkez$ csicsra.
Ha vannak ilyen mutatéink, akkor TOLIG(a, b, S) koltsége O(I + k), ahol k az S
a 6’_:5 b koz¢ es§ elemeinek a szdma. Ha nincsenek inorder fonalaink, akkor inorder
bejdrassal O(n) idében kaphatjuk meg a kivant eredményt.

Naiv médszerek besziirsra és torlésre

15.& kiilonféle bindris keres6fa-tipusok kozott a donté kiilsnbség a beszirds és a
torlgs algoritmusaiban van. Itt a legegyszertibb, az igynevezett naiv médszereket
Mutatjuk be. A BESZUR(s, S) és TOROL(s, S) végrehajtdsa is egy KERES(s, S)
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hivédssal kezdddik. Beszirdskor a beillesztendS s elem helyét kell megkeresni S-
ben, a TOROL(s, S) esetén pedig a torlendS s elemet.

BESZUR(s, S) végrehajtisakor a keresés utdn nincs teend6nk, ha mar van
olyan x csticsa a fanak, melyre elem(x) = s. Ellenkez esetben a keresés ugy
ér véget, hogy nem tudunk tovdbblépni a csiicsbol, ahol vagyunk. A megfeleld
(jobb, vagy bal) fiu nincs a faban. A beszirast igy végezzik el ezutdn, hogy ezt
a hidnyz6 fidt mint 4j levelet a fihoz adjuk. Az dj cstics eleme s lesz. Konnyd
meggondolni, hogy ezutdn is érvényben marad a keres6fa-tulajdonsdg. Az eljards
koltsége O(1).

Példa: Az el6z6 S faba illessziik be dj elemként a hetest, vagyis hajtsuk végre a
BESZUR(7, S) utasitést. A keres6 fazisban arra jutunk, hogy a hetesnek a nyolcast
tartalmazo cstics bal fidban volna a helye. Ilyen fid nincs a fdban, ezzel bGviteni
kell a szerkezetet. Az eredmény:

(2 ()

ORCRORC0

Ami a torlést illeti, nincs érdemi teenddnk, ha a széban forgé s elem nincs
a faban. Ellenkezd esetben jeldlje z az S-nek azt a csicsat, amiben s il Ezek
utan TOROL(s, S) kénnyi, ha a széban forgd x cstcsnak legfeljebb egy fia van.
Ekkor elegendd, hogy z-et a fidval helyettesitjiik: x « fii(x). Ha viszont x-nek
két fia van, akkor ez az it nem jdrhatd; csak egyik fiat tehetnénk x helyére, a
masik drvdn maradna. A megoldds az lesz, hogy a feladatot visszavezetjik egy
konnyii torlésre. Jeldlje y azt a csticsot, amiben az 2 bal részfdjanak a maximalis
eleme van. Az x ismeretében y-t MAX (bal(z)) O(1) koltséggel megadja. A recept
ezutdn egyszerdi. Az y-ban levs s’ elemet tessziik s helyére z-be, majd toroljiik az y
csucsot. Utébbi egy konny( torlést jelent, mert y-nak nem lehet jobboldali fia. Azt
is kénny(i meggondolni, hogy az fgy mddosult tara érvényben marad a keresofa-
tulajdonsdg. Az s definiciéja miatt kisebb az x jobb részfdjanak minden eleménél,
és nagyobb a bal részfa megmaradé elemeinél. Az 6sszkoltség ekkor is O(1).

Példa: Az el6z8 rajzon ldthaté S fabol toroljiik a nyolcast. Ez nehéz torlésnek
mindsiil, hiszen a széban forgé x csicsnak két fia van. Az z bal részfajanak maxi-
mdlis (és egyetlen) eleme 7. Ez keriil z-be; a hetest tartalmazé csicsot pedig kitd-
roljiik:
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Naiv besziirasokkal épitett bindris fik atlagos kéltsége
Ha egy bindris finak [ szintje van, akkor a csticsok szdmdran < 142+ 22 4.4
ol-1 = 2! — 1 adédik, amib6l [ > log,(n + 1). A keresés szempontjabdl tehdt
a legjobb — azaz legkisebb — szintszdm, amit n-pontd féndl elérhetiink, koriilbeliil
logy .

A kovetkezSkben érvet mutatunk amellett, hogy a naiv beszdrasokkal épitett
fak 4tlagos értelemben nem rosszak; egy beillesztés dtlagosan O(log, n) dsszeha-
sonlitisba keriil. A pontos modell a kovetkez6: tegyiik fel, hogy az U univerzum

b1, < by < ... < b, elemeibdl bindris keresdfat épitiink. A b; elemeket egy vé-
letlen a1, ..., ay, sorrendben szdrjuk be a naiv médszerrel a kezdetben iires fiba.

Legyen T'(n) a beszirdsok soran felléps dsszehasonlitdsok atlagos szama. A T'(n)
mennyiséggel szeretnénk mémi a fa épitésének atlagos koltségét. Az atlagot az
elemek n! lehetséges érkezési sorrendjére vessziik. Valészintségi terminol6gidt
haszndlva dgy is fogalmazhatunk, hogy a by, be, ..., b, elemek minden érkezési
sorrendje egyenlGen valészind. Ekkor tetszGleges j-re % az esélye, hogy a; = by,
hiszen mindegyik elem éppen ugyanannyi (nevezetesen (n — 1)!) érkezési sorrend-
nél lesz elsG. Mindez azt jelenti, hogy

1 n
(x) T(n) = - Z (az olyan fa atlagos koltsége, melyre a; = bj).
=1

.Egy fa koltségén a felépitéséhez haszndlt Gsszehasonlitdsok szamat értjiik. Je-
16lje F(5) a zar6jelben levé tagot. Ha aq = bj, akkor a keres6fa-tulajdonsdg miatt
vegil az a; bal részfijdban j — 1, a jobb részféban pedig n — j elem lesz.

bj
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Itt a baloldali részfan beliili 6sszehasonlitisok szdma 7'(j — 1) lesz, amihez
hozz4 kell adnunk a b; gyokérrel valg dsszehasonlitdsokat. A bal részfa dtlagos
koltsége tehdt 7 — 1 + T'(j — 1). Hasonlé meggondoldssal a jobb részfa kéltsége
n— 7 +T(n —j). Akettdt 6sszegezve kapjuk, hogy F'(j) =7 -1+T( —1) +
n—j+T(n—j)=n—-1+T(j~1)+T(n—j). Mindezeket visszairhatjuk a (x)
formuldba. Haszndlva azt is, hogy az iires fa ingyen van, azaz T'(0) = 0, n > O-ra
a kovetkezd§ rekurzidt nyerjiik:

2n—1
T(n)=n—1+ 7—121’(3‘).
=0

Vegyiik észre, hogy ez megegyezik a gyorsrendezés elemzésekor kapott (+) re-
kurzidval. Az ott taglalt médon adddik tehdt, hogy

T(n) <2nlnn+ O(n) = 1,39nlogy n + O(n).

Egy elem beszirdsdhoz dtlagosan tehdt legfeljebb 1,839 log, n Gsszehasonlitds
elegendd. A becslés érvényes a keresés atlagos koltségére is. Hasonld médszerek-
kel megmutathatd, hogy az dtlagos szintszdm (azaz ! vdrhat6 értéke) is O(logn).
Ez nem rossz, ha figyelembe vessziik, hogy adott n mellett a legjobb, amit elérhe-
tiink [ = log,(n + 1). Ez akkor teljesiil, ha a fa teljes (I szintje és 6sszesen 2! — 1
csicsa van).

3.3. 2-3-fak

Ebben a szakaszban egy igen hatékony kereséfa-konstrukei6ét mutatunk be. Ennek
is fa a taroldsi szerkezete, de a bindrisndl valamivel bonyolultabb; egy nem-levél
csticsnak 2 vagy 3 fia lehet. Innen szdrmazik a szerkezet elnevezése. Egy kulcs (U
eleme) a fa tobb csicsaban is elSfordulhat, és egy csiicsban egy vagy két kules is
lehet. Ugy érdemes elképzelni a helyzetet, hogy U elemei egy rekordtipus kulcsat
(pl. személyi szam egy személyi adatokat tartalmazé rekordban). A cél a rekor-
dok hatékony elérése. Maguk a rekordok a fa legalsé szintjén helyezkednek el, a fa
bels{ csticsai csak kulcsokat és mutatékat tartaimaznak (kivéve, ha csak egy rekor-
dunk van). A bels§ csticsokban levé kulcsok a levelekben tarolt rekordok kulcsai
koziil kertilnek ki. Szerepik az, hogy jelzétiabldk mddjara segitsék a faban vald
kozlekedést.

A 2-3-fa egy (lefelé) irdnyitott gySkeres fa, melyre igazak az aldbbiak:
1. A tdrolni kivant rekordok a fa leveleiben helyezkednek el, a kulcs értéke szerint
balrél jobbra névekvd sorrendben. Egy levél egy rekordot tartalmaz.
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2. Minden bels6 (azaz nem levél) csicsbdl 2 vagy 3 €l megy lefelé; ennek megfe-
leléen a belsd csticsok egy illetve két s € U kulesot tartalmaznak. A belsd csiicsok
szerkezete tehdt kétféle lehet. Az egyik tipus igy dbrazolhato:

(o1 [ma L2 [

Itt m1, Mo, m3 mutatok a csics részfdira, s1, so pedig U-beli kulcsok, melyekre
teljesiil, hogy s1 < s2. Az m; éltal mutatott részfa minden kulcsa kisebb, mint s,
az me részfajdban sy a legkisebb kulcs, és minden kulcs kisebb, mint s. Végiil
mg tészfajdban sz a legkisebb kulcs. El6fordulhat, hogy egy csticsbél az utolsé két
mez6 hidnyzik. A belsé csticsoknak ez a tipusa valamivel egyszer(ibb alaku:

my | S1 | M2

Ez esetben a csticsnak csak két részfaja van; a baloldaliban vannak az s1-nél kisebb
kulcst rekordok, a jobboldaliban pedig s1 a legkisebb kulcs.
3. A fa levelei a gyokért6l egyforma tavolsigra vannak.

A kovetkez6 allitas a miiveletek koltségének becsiésekor lesz hasznos. Lénye-
gében azt mondja, hogy a fa szintjeinek szdma bardtsdgosan alacsony a faban levd
rekordok szdmédhoz mésten.

Allitas: Ha a fanak m szintje van, akkor a levelek szdma legaldbh 2™ 1. Megfor-
ditva, ha |S| = n (it S C U a fdban tdrolt kulcsok halmaza; |S| megegyezik a
tarolt rekordok szdmdval), akkor m < logyn + 1.

Bizonyitas: A 3. tulajdonsag szerint a fa i-edik szintjén levs csiicsok mind belsS
csdcsok, ha 1 < 7 < m — 1. A 2. tulajdonsdg szerint minden ilyen cstcsnak
legaldbb két fia van. Ezekbd! kénnyii indukciéval adédik, hogy az i-edik szinten
legaldbb 2~ csiics van (1 < ¢ < m). Ezt i = m-re alkalmazva 21 < n, amibdl
logaritmusokat véve m — 1 < log, n. O

Keresés 2-3-fikban

A kulesoknak a részfakban valé ilyen elosztdsa lehetévé teszi, hogy a bindris fak-
nal megismert médszerhez hasonldan végezziik a keresést. Legyen S egy 2-3-fa,
€ss € U. A KERES(s, S) elsé Iépéseként az s kulcsot dsszehasonlitjuk az S
gybkerében levs s1 és esetleg sy kulcsokkal. Ennek eredményeképpen megtud-
Juk, hogy a hdrom (vagy két) részfa koziil melyikben kell folytatni a keresést. Ha
§ < s1, akkor az m; mutaté mentén tatiljuk meg az érdekes részfa gydkerét. Ha
S1 < s < s9, akkor a masodik mutatét kovetjiik. Ha pedig s2 < s, akkor mg



66 3. KERESOFAK

mutatja a helyes irdnyt. Természetesen, ha s, és m3 hidnyzik, akkor csak két eset
van: s < sj, illetve s1 < s.

A Kkeresést aztdn ugyanigy folytatjuk egy szinttel lejjebb. Legyen n a fiban
tdrolt rekordok szdma, m pedig a fa szintjeinek a szdma. Az elmondottak szerint
szintenként nem tobb, mint két kulcs-0sszehasonlitdssal, 6sszesen tehdt legfeljebb
2m-mel kiderithetjiik, hogy a keresett rekord benne van-e a fiban. Igenl§ vilasz
esetén meg is taldljuk az s kulcsi rekordot. Az allitast figyelembe véve [dtjuk,
hogy az Gsszehasonlitdsok szdma legfeljebb 2(log, n + 1); a tobbi koltség ardnyos
ezzel. Igy a keresés Osszkoltségére igen kedvezd korldtot kapunk: O(logn). A
kKorldt minden esetben (tehdt nem csak dtlagos értelemben) érvényes.

Besziirds és tirlés
A 2. és 3. kovetelmények igen szigordan szabdlyozzdk a 2-3-fak alakjat. Ennek a
két tulajdonsdgnak koszonhetd a versenyképes keresési id6. A beszurds és torlés
kapesdn a f6 gondot az jelenti, hogy megdrizziik érvényességiiket. A mddszerek
lényeges otleteit példakon keresztiil mutatjuk be. Ennek sordn feltessziik, hogy U
elemei nagybetlik: A, B, C ..., a szokdsos rendezéssel. &

A BESZUR(s, S) végrehajtisa kereséssel kezdGdik, és csak akkor van érdemi
munka, ha nincs a faban s kulcst levél. Tegyiik fel, hogy ez a helyzet, és jel6lje x
a legalsé belsé csicsot a keres6 it mentén. Tegylik fel, hogy = igy néz ki:

Az mq altal meghatdrozott levél kulcsa legyen C (a masik levélé sziikségképpen
J). Ha példaul s = K, akkor x igy modosul:

[ma [ J [ ma | K | ms |

Az mgz mutaté fog az \j levélre mutatni. Ha viszont s = I, akkor z tartalma a
kovetkezd lesz: '

[ml‘fim,g‘JMngJ

Ha s a legkisebb kulcsot is megel6zi, mondjuk s = A, akkor & igy alakul:

(s [ [onr [ [z

Az dj rekord beillesztése tehat elég egyszert, ha z-nek csak két fia van,
Igazdn érdekessé akkor vilik a helyzet, ha a beszirds elStt  mar két kulcsot
tartalmaz. Tegyiik fel, hogy = a legutébbi dbra szerinti dHapotban van, és nézziik,
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mi a teend8, ha most az s = H kulesu rekordot kell beilleszteni. Ekkor alkal-
mazzuk a csidcsvdgds elnevezésii elegéns otletet: az  mellé egy tovabbi y csiicsot
vesziink. A két csucs tartalma

v

lesz. Az my fog a H kulcst rekordra mutatni. Ezutdn az dj y csticsot is a fdba kell
illeszteni. Ez azt jelenti, hogy az x apjdba kell egy \ij kulcs—mutaté part tenniink.
A beillesztend6 kulcs a hdrom €rintett (a két régi és az uj) koziil mindig a nagy-
sag szerint k6z€psS. Ez a kules a jelen esetben H. Az egy szinttel feljebb torténd
beszurast ugyanazzal a médszerrel végezziik, ahogy z-nél eljartunk. Tehat ha z
apjanak csak két gyermeke volt, akkor az egyszerl dgon fejezziik be a munkdt.
Ha nem, akkor itt is csticsvagast alkalmazunk. A csdcsvagdsok sora elgyfiriizhet
esetleg a fa gyOkeréig. Mi ilyenkor a teend6? Tegyiik fel, hogy az utolsé példdban
z a fa gydkere volt. (Ekkor az m; mutaték esetleg nagyobb részfakra mutatnak.)
A csdcsvdgds utdn keletkezd x és y rekordok folé egy uj gyokeret tesziink:

Itt m az =, m' pedig az y csicsra mutat. A fa szintjeinek szdma eggyel nétt. A
lIényeges mozzanat ebben, hogy a novekedés a fa tetején tortént; ezaltal megtar-
tottuk a 2-3-fikkal kapcsolatos 3. kovetelményt. A gyokértSl levélig mend utak
mindegyike hosszabb lett. A masodik kovetelményrdl is gondoskodtunk: az ese-
teket végignézve az olvasé meggy6z38dhet arrdl, hogy sehol sem hagytunk belsé

P

csucsot kett6nél kevesebb gyermekkel.

Nézziik marmost a TOROL(s, S) végrehajtdsit. Legyen ismét z a legalsé belsd
cstics a keresd vt mentén. Ha z-nek hdrom fia van, akkor az s kulcst levél torlése
utdn z-ben az értelemszerd valtoztatdsokat elvégezve készen vagyunk. Gondot
jelent viszont, ha z-nek csak két fia van. Ekkor a torlés utdn megsériilne a 2-3-
fdkkal szembeni 2. kovetelmény, hiszen z-nek csak egy fia maradna. Még mindig
egyszerdi a dolgunk, ha z (valamelyik) szomszédos testvérének 3 fia van; ekkor
ugyanis ezek kozil egyet dttehetiink z-be. Csak z-et, adakozé kedvi testvérét €s
az apjukat kell médositani. Ezeket a médositdsokat elvégezve ismét készen va-
gyunk.

Mindezek nem lehetségesek, ha z egyik szomszédos testvérének sincs hdrom
részfija. Ekkor haszndlhaté a csicsvdgds forditottjit jelentd gondolat, a csifcs-
Osszevonds. A csdcsosszevonds lényege, hogy z-et és az egyik testvérét egyetlen
Csticesal helyettesitjiik. Ennek a csticsnak hdrom fia lesz. A cstcsdsszevonds kivi-
telezését is egy példan keresztiil mutatjuk be. Legyenek x és a faban szomszédos
testvére, y az aldbbiak:
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Lma [T mz ] [mg ] M [ma]

Legyenek az mq, illetve mg dltal mutatott levelek kulesai 4 és K. (Az mo-hdz és
mq-hez tartozd kulcsok sziikségképpen J, illetve M) Ha s = K a tdrlendd kulcs,
akkor az 9sszevonds utidn z igy néz ki.

Lma [T [my [ M [ma ]

Az y csucsot toroljikk. A K kulesértéket és a hozzi tartozé mutatét tordini kell 2
apjabol (torlés egy szinttel feljebb). A tobbi harom eset (azaz A vagy J vagy M
torlése) hasonidan végezhets. Csicsdsszevondshoz vezetd torlés utdn egy szinttel
magasabban is felmeriil egy torlési igény. Ezt az itt ismertetett mdédon kezeljiik.
Ennek sordn is sziikség lehet csicsdsszevondsra, ami torlést igényel a nagyapak
szintjén; &s igy tovibb. A beszirdsndl tapasztalt jelenséghez hasonldan a torlések
is elgy(rlzhetnek egészen a gyokérig. Kiilon figyelemre akkor van sziikség, ha
a torlés utdn a gyokérnek csak egyetlen fia maradna. Pdlddul tegyiik fel, hogy a
gyokér

my L mo

alakd, és tordlniink kell az L kulcsot és a hozzd tartozé mao mutat6t. Ekkor az
my altal mutatott részfa gyokere lesz az 1ij gydkér. A fa szintjeinek szdma eggyel
kevesebb lesz. A viltozds ismét a fa tetején tortént; ebb6l kénnyen kovetkezik,
hogy a torlés algoritmusa is megtartja a 2-3-fdkkal kapcsolatos kdvetelményeket.

Mind a BESZUR, mind a TOROL koltsége O(logn). hiszen munkat csak a
keresd 1t csucsain, illetve azok kozvetlen szomszédain kell végezni; tovabba egy
csuicsra konstans mennyiségl dsszehasonlitds €s mezdmodositas jut.

TOLIG(a, b, S) megvaldsitisa hasonlé a bindris faknal tirgyalt megolddshoz.
El&sz6r megkeressiik S-ben a keresési intervallumba esé legkisebb elemet; ennek
koltsége az elSbbiek szerint O(log n), majd végiglépkediink a felsé korlatig. Ez
utébbi fazis a fa leveleinek nové sorrendil 1ancoldsdval segithets. Az 6sszkoliség
O(logn + d), ahol d az eredményiil kapott rekordok szdma.

Osszegezésiil elmondhatjuk, hogy a 2-3-fik a kereséfa adatszerkezet igen j6
megvalésitasat adjdk. A hdrom fé miivelet — a keresés, a besziirds és a torlés —
elvégezhet§ O(logn) koltséggel, ahol n a tarolt rekordok szdma. A 2-3-fik al-
goritmusai viszonylag egyszerien programozhatdk, és a gyakorlatban is kedvezd
viselkedést mutatnak.
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34. B-fak

A B-fik és kiilonbozd viltozataik (B*-fdk, stb.) adjak a keresdfa adatszerkezet
ma ismert legjobb kiilsé tdras megvaldsitisdt. A médszerek olyannyira fontosak
és elfogadottak, hogy szabvanyok részeivé viltak. Ilyen megoldast ir els egyebek
kozott az IBM VSAM szabvdnya indexelt szekvencidlis dllomdnyok létrehozdséra,
kezelésére. A B-fdkat és algoritmusaikat a feladat jelent&ségéhez és a megoldasok
egyszen’iségéhez képest meglehetbsen késon fedezték fel (R. Bayer, E. McCreight,
1972).

A cél tehdt egy rekordokbdl 4116 dllomany taroldsa kiilsg tarban dgy, hogy az
elérés alapjaul egy (U, <) rendezett halmazbél valé kulcsok szolgdlnak. A kitiin-
tetett miveletek itt is a kovetkezSk: BESZUR, TOROL, KERES, MIN, MAX,
TOLIG. Ezeket szeretnénk hatékonyan megvaldsitani.

A kiils6 tdrak alapvetd sajdtossdgairdl mdr széltunk a rendezés kapcsin. A
tdrat lapokba szervezettnek fogjuk elképzelni. Ennek folyomdnya példdul, hogy
a fdk csdcsai is lapok lesznek. A koltségtényez8 pedig, amivel a hatékonysdgot
mérjik, a lapelérések szama.

A B-fik a 2-3-fdk természetes dltaldnositdsai. A lényegi kiilonbség abban van,
hogy a B-fik belsd csiicsainak haromndl tobb fia is lehet. Kevésbé fontos kiilonb-
ség, hogy a fa egy levelében (amit egy lapnak képzelhetiink el) egynél tobb rekord
is helyet kaphat. Legyen m > 3 egy egész.

Egy m-edrendii B-fa, véviden B,-fa egy gyokeres, (lefelé) irdnyitott fa, melyre
érvényesek az aldbbiaknak:

(a) A gyokér foka legaldbb 2, kivéve esetleg, ha a fa legfeljebb kétszintes.

(b) Minden mads belsd csicsnak legaldbb [m] fia van.

(c) A levelek a gyokértsl egyforma messze vannak.
(d) Egy csucsnak legfeljebb m fia lehet.

A 2-3-fik esetéhez hasonléan a tdrolni kivant rekordok itt is a fa leveleiben helyez-
kednek el; egy levélben a lapmérettd] és a rekordhossztdl fiiggden tSbb rekord is
lehet. A leveleket jelents lapok balrél jobbra, kulcsérték szerint novekvs sorrend-
ben ldncolva helyezkednek el.

A B-fdk belsd csucsai is hasonlitanak a 2-3-fik belsd csdcsaira. Az eltérés
annyi, hogy itt tobb bejegyzés lehetséges. Egy belsé csics igy néz Ki:

Lo Tss T Tsa Tma [ ['si [omi ]

ahol a (b) és (d) kovetelményeknek megfelelSen [7—2’—‘] -1 <3 < m-—1 Ko-
rabbi jelsléseinkkel Gsszhangban az s; € U egy kulcs, m; pedig mutaté egy részfa
gylSkerére. Az m; mutatd dltal meghatdrozott részfa minden s kulcsdra igaz, hogy
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55 < 5¢€ss < sj41. Az my, illetve m; részfak kulcsaira csak egy feltétel van: az
elsében a kulcsoknak kisebbeknek kell lenniiik, mint s1, az utolséban pedig leg-
aldbb akkordknak, mint s;. El&irhaté még az is (bdr az algoritmusok mikodéséhez
nem feltétlentil sziikséges), hogy j > 0 esetén m; részfijdban a minimdlis kulcs
s; legyen. A fanak azon szintjeit, ahol a belsd csiicsok helyezkednek el, index-
szinteknek szokds nevezni.

A meghatirozé tulajdonsigokbdl kozvetleniil litszik, hogy a Bs-fak lényegé-
ben a 2-3 fa. A B-fik a 2-3-fik természetes dltaldnositasainak tekinthet6k. Ahogy
mdr utaltunk 14, a B-fdkat elsGsorban kiils§ tdras adatszerkezetként alkalmazzdk,
és ebbdl adéddan egy csticsnak dltaldban egy lapot foglalnak le. Igy m aktudlis
értéke a lapméret, a kulcshossz és a mutaték hosszdnak fliggvénye. Ugyanakkor
az is gyakran el&fordul, hogy egy levélben tobb, mint egy rekord helyezkedik el.

Tegytik fel, hogy egy B-finak n levele és & szintje van, és keressiink &ssze-
fiiggést e két paraméter kozott. Az érdektelen kicsi fdktdl eltekintve a gyokér-
nek legaldbb két fia van, a tobbi belsé csticsnak pedig legaldbb []. A 2-3-
tdkra vonatkozé dllitdshoz hasonléan kapjuk ezekbdl, hogy n > 2[%}’“‘2, amibdl
log[%] 5 + 2 > k. Innen kettes alapu logaritmusra térve

logon — 1

k<
logz[%‘]

+ 2.

Keresés sordn itt is a gyokértdl haladunk a levelek felé; az aktudlis cstics-
ban levé kulcsokkal valé dsszehasonlitisok mondjdk meg, hogy melyik részfiba
kell tovabblépni. Vegyiik észre, hogy k éppen a kereséshez sziikséges lapelérések
szdma, feltéve, hogy minden lap kiilsg tdrban van. (Nem szokatlan gyorsitdsi tlet
a fa felsé néhany szintjének a belsé meméridban vald taroldsa.) A kapott korlat
mutatja, hogy nagy m érték (nagy eldgazasi tényez6) az el6ny0s.

Példaul, ha m = 32, n = 220 (jtt n az alsé szint lapjainak szdma), akkor
k< lf + 2 < 7. Egy rekord keresése tehdt legfeljebb 6 lap elérését igényli.
Megjegyezzitk még itt, hogy a becslésben tigy vettiik, hogy a lapok éppen a (b)
feltételbeli minimadlis mértékben vannak kitoltve. A gyakorlatban ez a sz€lsGséges
helyzet meglehetSsen ritkan fordul el6; a té€nyleges keresési id6 valamivel kedve-
z8bb a becstiltnél.

A tovibbi keres6fa-miiveletek (MIN, MAX, TOLIG, BESZUR , TOROL) is a
2-3-fak miiveleteinek kézenfekv§ dltaldnositdsai. Igy példaul a beszirdsndl cstics-
vagast, a torlésnél csicsosszevondst alkalmaznak. Ezeket a technikdkat ebben az
osszefiiggésben lapvdgdsnak, illetve lapdsszevondsnak nevezziik. Az algoritmu-
sok részleteit melldzziik; csak annyit jegyziink itt meg, hogy a koltségiik — a
TOLIG kivételével — ez esetben is ardnyos a szintek szdmaval.
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példa: A By -fak esetén keresztiil szeretnénk érzékeltetni, hogy a (b) és (d) fel-
tételek tényleg megtarthatok lapvigas/ssszevonas sordan. Ekkor ugyanis m = 11
és [ = 6. Lapvdgdsra akkor keriil sor, ha egy olyan csiicsba kell 1j gyereket
illeszteni, amelyben mar 11 mutaté van. A vdgds utdn az dsszesen 12 gyerek 2
hatgyermekes csticsot fog alkotni, tehdt (b) éppen teljesiil.

Lapdsszevondsra akkor kényszeriiliink, ha egy olyan hatgyermekes csticsbol
kell térolni, amelynek a szomszédos testvéreiben is csak hat mutaté van. A térlés
és Osszevonds utdn két csucs helyett egyet kapunk; ebben 11 mutatd lesz.

3.5. AVL-fak

Egy id6re visszatériink a bindris keres6fikhoz. Kordbban littuk, hogy a keresés és
a tobbi miivelet sebességének szemszogébdl a lényeges jellemz6 a fa szintjeinek
szdma, mds széval magassdga. Minél kisebb a magassag, anndl jobb becslés ad-
haté a keresés idejére. Mi ezt a legkedvezStlenebb esetekre dllapitottuk meg, de
hasonld a helyzet az dtlagos viselkedéssel is. Egy fa magassdga akkor mondhaté
jonak, ha legfeljebb clog, n, ahol n a csticsok szdma és ¢ egy kis pozitiv dllandd.
A legterebélyesebb fiaknal ez a ¢ érték 1 koriil van: gondoljunk a teljes fikra, ame-
lyek magassdga log,(n + 1). Az olyan fa-konstrukciokat, amelyeknél ¢ 1-nél nem
sokkal nagyobb, kiegyensiilvozott faknak nevezziik. A ¢ értéket illetGen két ellenté-
tes irdnyu tényezdt kell figyelembe venniink. A keresés szempontjabdl a kisebb c a
jobb; ugyanakkor nagyobb c-vel a feltétel konnyebben teljesithet8, algoritmikusan
kényelmesebben elérhetd.

Az els§ kiegyenstlyozott keres&fa-konstrukcidt, amit szemiigyre vesziink,
AVL-fanak nevezik. Az elnevezés a szerkezet szerzGinek névbetdibdl alkotott mo-
zaiksz6 (G. M. Adelszon-Velszkij, E. M. Landisz, 1962). Hasznos lesz a kovet-
kezd: jelolje m(f) az f bindris fa magassdgdt (szintjeinek szdmdt). Legyen z az f
fa egy csticsa; ekkor m(z) jeloli az x-gyokert részfa magassdgat.

Definici6 (AVL-tulajdonsag): Egv bindris keresdfa AVL-fa, ha minden x csiicsdra
teljesiil, hogy
im(bal(z)) — m(jobb(z))| < 1.

A feltétel szerint egy cstcs jobb és bal részfijdnak a magassdga kozel egyenld.
Most megmutatjuk, hogy az el6irds tényleg egy kiegyensilyozottsdgi feltétel. Lat-
sz6lag messzirdl kezdjiik: legyen Gy, a k magassdgu (szintszdmi) AVL-fak mini-
malis cstcsszdama. Probéljuk meghatdrozni G, nagysdgrendjét! Az elsé néhany
k-ra kénnyen kapjuk a pontos értékeket: G1 = 1, Gy=2,G3=46G4=T.
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A

G1 =1 Ga =

A rajzon lithaté szabélyszertiség dltaldban is érvényes. A k szintszdmi mini-
madlis csicsszdmui AVL-fa gyokerének egyik részfija k — 1, a masik & — 2 szintd;
az eredeti fa minimalitdsa miatt pedig mindkét részfa minimdlis cstcsszamd.

MQQ

Innen k£ > 3 esetén az aldbbi rekurziét nyerjiik:
Gr=1+Gy1+Gp_a.

Emlékeztetjiik az olvas6t, hogy F} jelli az i-edik Fibonacci-szdmot. Ervényes a
kovetkezd:

Tétel: Gy, = Fr.o—1hak > 1.

Bizonyitds: £ = 1, 2 esetén az allitds nyilvanvalé. Ha pedig £ > 2, akkor a
rekurzié alapjdn indukciét haszndlhatunk:

Gr=1+Gp1+Gpo=1+Fep1 -1+ Fy~1=Fpio-1

Az utolsé 1épésben alkalmaztuk a Fibonacci-szamokra teljestld Fip 1 +Fp, = Fqo
Osszefiiggést. O

Kovetkezmény: Egy n-ponti AVL-fa szintjeinek k szdma nem t6bb mint
O(log n), pontosabban k < 1.44logy(n + 1).

Bizonyitas: A tétel szerint n > Fj, ., — 1. Innen a Fibonacci-szdmokra vonatkozd
alsé becslésbsl n+1 > ¢ és ezért logy(n+1) > k, amibSl k < 1.44logy(n+1).
A
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Az AVL-fdk tényleg tekinthetSk kiegyensilyozott faknak. A kérdéses c érték
1.44 koriil van. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az AVL-fdkban valé keresés haté-
kony, mert a magassaguk legfeljebb 1.44-szer nagyobb az ugyanannyi cstcsbél
4116 tokéletes alaku bindris faénal.

A kérdés ezek utdn, hogy miként lehet az AVL-tulajdonsdgot megsrizni, kar-
pantartani? Hogyan lehet a BESZUR és TOROL eljérdsokat tgy megval6sitani,
hogy megtartsik az AVL-tulajdonsdgot? Az alapvets eszkéz a forgatds. Legyen S
egy bindris keres&fa, melynek gyokere az z cstcs, ennek bal fia y. Jeldlje f az
y bal, g pedig a jobb részfdjat. Legyen h az z jobb részfdja. A bindris keresdfa-
tulajdonsdg megmarad, ha az S fét dtalakitjuk tgy, hogy y lesz a gyokere, ennek
bal részfaja marad f, az y jobb fia x, ennek részfdi g (bal) és h (jobb). Ezt az
atalakitdst jobb forgatasnak nevezziik, az inverzét pedig bal forgatasnak.

bat fargata
)ob orgatds

Legyen az S bindris keresdfa, gyokere az x csics, ennek bal fia y, y jobb fia z.

Végezziink el egy bal forgatdst az y gyokerd részfira, majd egy jobb forgatdst az
igy kapott S-re. Ennek az operédcionak a neve dupla forgatds.

@\ d“Nd forgatds @/@)\@

Dupla forgatdsnak nevezziik ennek a lépéspdrnak a tiikorképét is, amikor y az
T jobb fia, és z az y bal fia. A beszirds és torlés megvaldsitdsdra a naiv algoritmu-
sokat haszndljuk, kiegészitve azzal, hogy a miivelet elvégzése utdn forgatdsokkal
visszadllitjuk (ha sziikséges) az AVL-tulajdonsdgot.

Tétel: Legyen S egy n csiicsbdl dllé AVL-fu. BESZUR(s, S) utdn legfeljebb egy
(esetleg dupla) forgatdssal helyredllithaté az AVL-tulajdonsdg. A beszirds kolt-
sége ezzel egyiitt is O(logn).
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Bizonyitas: A kordbbiakkal 6sszhangban egy f fa (z csiics) esetén jelslie m(f)
(m(z)) az f fa (a z gyoker(i részfa) magassdgat. Az S fa minden csticsaban fel-
Jjegyezziik az itt gyokerezd részfa szintjeinek szamdt. Ez a mez8 konnyen karban-
tarthaté a naiv beszirds és torlés sordn. (Valdjaban minddssze 2 bit/cstics extra
informdcio is elég az AVL-tulajdonsdg helyredllitdsahoz. Ezt itt nem részletezziik.)
A naiv beszirds utdn a keresési ut ismételt bejardsdval megkapjuk a legalsd olyan
csticsot (ez legyen z), ahol az AVL-tulajdonsdg megsériil.

A

Az z definici6jdbdl adddik, hogy z bal s jobb részfijanak nem lehet ugyanaz
a magassdga. Az dltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a bal részfa ma-
gasabb, jelesiil nem iires. (Ha a jobb részfa a magasabb, akkor az alabb kovetkezd
recept tiikkorképével, benne a jobb és a bal felcserélésével érhetiink célt.) Legyen
ezek utan a bal részfa gySkérpontja y, ennek a részfai pedig f (bal) és g (jobb). Az
z jobb részfdja legyen h. Legyen m(y) = I; ekkor sziikségképpen m(h) =1 — 1.
Két esetet kiilonboztetiink meg: a besziirds sordn
(a) az s az f-be keriil;

(b) az s a g-be kerdil.

Nézziik el8szor az (a) esetet. Ekkor m(f) = m(g) = | — 1. Ugyanis
m(f) < m(g) esetén a beszirds nem tudnd megsérteni az AVL-tulajdonsagot z-
ben. Misfel6l m(f) > m(g) azt jelentené, hogy y-ban is — tehdt z alatt — sériil
az AVL-tulajdonsdg. Innen adédik, hogy m(f) = m(g) = m(y) -1 =1-1.
Eme ismeretek birtokdban dllitjuk, hogy az xz-nél elvégzett jobb forgatds megoldja
a problémit.
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A forgatas utdn y mindkét részfajdnak a magassiga [ lesz, = \ij részfdi g és h,
mindkettd szintszdma ! — 1. Ezen csticsok €s részfak rendben vannak. Az x defi-
niciéja miatt f-ben az s beillesztése utin sem sériilhet az AVL-tulajdonsidg. Végiil
megjegyezziik, hogy az 0j helyre keriilt y feletti csicsok magassdga ugyanannyi
marad a beszirds €s forgatds utdn, mint amennyi eredetileg volt; {gy az AVL-feltétel
feljebb is megmarad a keresd it mentén.

Nézziik most a (b) lehetdséget, amikor is s az y jobb részfijaba keril. Ezt
mindjart két alesetre bontjuk.
(b1) az 4j cstics y fia, azaz [ = 1,
(b2) az 4j cstics y-nak nem fia, més széval [ > 1.

A (bl) esetben y bal részfdja és = jobb részfdja is iires, ezért elegendd egy

dupla forgatds z-nél.
’ @/Q\
©

A (b2) esetben a g részfa nem lires, hiszen m(g) =1~ 1 > 0. Legyena részfa
gyGkere z, ennek részfdi g’ és ¢g”. Az s kulcs e két részfa valamelyikébe kertil, a
tovabbiak szempontjabdl k6zémbos, hogy melyikbe. Ekkor m(f) = 1 — 1 (mert
y-ban az AVL-feltétel teljesiil), és m(g') = m(g") = I — 2 (mert z-ben sincs baj
az AVL-tulajdons4ggal). Egy kettSs forgatds mindent helyretesz.



76 3. KERESOFAK

@ @\
(2)

ANE AL
:

A részfa Uj gyokere z kiegyensiilyozott lesz, m(z) = [ + 1. Ennyi volt m(z)
a beszirds elStt. A z bal fia y balsilyos vagy kiegyensilyozott lesz aszerint,
hogy s a g’ vagy ¢" részfiba keriil-e. Ugyanigy z jobb fia z lesz, ami jobb-
stilyos vagy kiegyensuilyozott. Ezzel az algoritmus ismertetését befejeztiik. Az
itt vazolt eljards koltsége nyilvdnvaléan ardnyos a naiv beszirds koltségével; az
m(S) < 1.44log,(n + 1) egyenlStlenségbdl latszik, hogy ez O(logn). O

A torlés algoritmusa is hasonl6 felépitésd. El6szor a naiv mddszerrel eltdvolit-
juk a toréini kivant elemet, majd — ha sziikséges - alkalmas forgatdsokkal helyre-
allitjuk az AVL-tulajdonsdgot.

Tétel: Az n szogpontii AVL-fdbdl valo naiv torlés utdn legfeljebb 1.44]ogsn
(szimpla vagy dupla) forgatds helyredllitia az AVL-tulajdonsdgot.

Ezt nem bizonyitjuk. A helyredllité fazis valamivel bonyolultabb, mint a be-
szurdsnal alkalmazott médszer. El6fordulhat, hogy a toriési Gt mentén tobb csics-
ndl is kell forgatast végezni. A torlés koltsége evvel egyiitt is O(logn).

Feladat: Adjunk példdt egy olyan AVL-fira, melynél egy alkalmas torlés utdn nem
dllithaté helyre az AVL-tulajdonsdg egyetlen (szimpla vagy dupla) forgatdssal.

Megjegyzés: A forgatdsok szoros kapcsolatban vannak az asszociativ szabdllyal.
Képzeljiik el, hogy van egy kétviltozés miveletiink, mondjuk . E mtivelet segit-
ségével kifejezéseket készithetiink (pl. (z * y) * (z * u), ahol z,y, z, u valtozék).
Egy kifejezésnek természetes modon megfelel egy bindris fa, melynek levelei a
viltozSk. Ebben a kifejezésfaban forgatdsok felelnek meg a kifejezés asszociativ
szabdly szerinti dtalakitasainak.
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(xy)rz)*u (zxy) (2% u)

Az 4brin baloldalt levd kifejezésfabdl a gyokérnél elvégzett jobbforgatissal
keletkezett a masik fa. Lathat6, hogy az j kifejezés a régibdl az asszociativ szabaly
egyszeri alkalmazdsdval szdrmaztathato.

3.6. Tovabbi megjegyzések kiegyensilyozott fakrol

Az AVL-tulajdonsdg olyan szabdlyt, elSirdst jelent, melyet ha megtartunk, akkor
kiegyensilyozott fit kapunk. Az AV L-fak magassdga legfeljebb mintegy 1.44-
szerese az idedlis fakénak. Ez biztositja, hogy a benniik valé keresés hatékony. Az
AVL-tulajdonsdg csak egy a lehetséges kiegyenstlyozottsdgi feltételek koziil. Mds
olyan tulajdonsdgok is vannak, amelyek hasonlé médon szabdlyozzdk a fa alakjdt,
és a megdrzésiik sem jelent il nagy algoritmikus nehézséget. E tulajdonsdgok
(konstrukcidk) kozil kettdt érintiink a tovdbbiakban.

HBJ[k}-fak (C. C. Foster, 1973)

Legyen k > 1 egy egész szam. Egy bindris keres6fa HB[IG]—fa, ha minden x csi-
csdra teljesiil, hogy |m(bal(z)) — m(jobb(z))| < k. Az el6irds az AVL-feltétel al-
taldnositdsa. Specidlisan a H BJ[1]-fak éppen az AVL-fdk. Az AVL-fik esetchez ha-
sonld, bar valamivel bonyolultabb médon megmutathatd, hogy a H Bik|-feltétel
dltaldban is kiegyensilyozott fikat eredményez.

Feladat: Az elgbbi definiciobdl kizdrtuk a k = 0 esetet. Mi lehet ennek a magyard-
zata? Miért alkalmatlanok a H B[0]-fik a keresSfa adatszerkezet megvaldsitdsdra?

Stlyra kiegyensulyozott fak (J. Nievergelt, B. Reingold, C. Wong, 70-es évek)
Az el6z5 feltétel a részfik magassdgdnak a szabalyozdsdval biztositotta a kellGen
telt alaki fikat. Erre a célra mds kombinatorikus tulajdonsdgok is alkalmasak.
llyen jellemzs lehet példdul a részfik csicsainak szama.
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Legyen z egy bindris fa csticsa. Az z csics silya az z-gydkeril részfaban levg
csticsok szdma. Az z cstcs silydnak a jele s(z). Példaul a kovetkez6 faban s(z) =
6,s(y) =3éss(z) =2.

Definicié: Egy bindris keresdfdt siilyra kiegyensiilyozont finak (réviden SK-
Jfdnak) neveziink, ha minden x belsd csiicsdra teljesiil, hogy

_ s(bal(z))
V2-L< Gy < V2L

Lathatjuk, hogy az SK-feltétel jobb-bal szimmetrikus. Az egyenlGtlenségek

reciprokét véve kideriil, hogy v2 — 1 < %’%))—) < V24 1is igaz.

Feladat: Igazoljuk, hogy a leheletnyivel szigonibb 1/2 < s—s(%%% < 2 korlatokat

mdr csak az [ szintbl 4116, 2/ — 1 pontd bindris fak a teljesitik.

Most megmutatjuk, hogy az S K -feltétel tényleg kiegyenstilyozott fakhoz ve-
zet; a magassdgkorldtban szerepls ¢ dlland6 2-nek adédik. Legyen evégbdl S egy
SK-fa, melyre s(S) = nés m(S) = k. Legyen x az S egy belss csticsa, melynek
bal fia y, a jobb fia pedig z.

Ekkor s(z) > s(y) + s(z) > (V2 — 1)s(z) + s(z) = V2s(z). Az elsb
egyenlStlenség a sily definicidja, a mésodik pedig az SK-feltétel miatt igaz. In-
nen az SK-feltétel jobb-bal szimmetridjat haszndlva megallapithatjuk, hogy ér-
vényes az s(z) > /2s{y) egyenlétlenség is. Legyenek most zq,z5,.. .z
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egy k-hosszisdgii gyokértdl levélig mend dt csticsai. Az S gydkere z;, amibdl
n = s(8) = s(z1), tovabbd x1, x5, ..., z4_1 belsd csiicsai S-nek. Az el6bb nyert
egyenlc’itlenségek ismételt alkalmazasdval kapjuk, hogy

n = S(.’Bl) > \/Q‘S("EQ) > (\/5)23(333) > e > (\/i)k—ls(xk) — (\/i)k—l.

A lénc elejét a végével osszevetve n > (v/2)F~1, amibdl logaritmusra térve
2logyn + 1 > k adddik. Egy n csticsbdl ll6 SK'-fa magassdgdnak maximuma
legfeljebb 2logy n + 1.

Egy tovéabbi alkalmazas

A kiegyensilyozott fak alkalmasak a tdrgyalt alapfeladatokon kiviil m4s problé-
mak hatékony megolddsdra is. Példaként emlitjiik a rendezett listdk osszefdzé-
sének feladatit. Az elemek inorder sorrendjére gondolva egy AVL-fa felfoghato
rendezett listdnak. Tegyiik fel, hogy van két rendezett listank, S és So, melyeket
egy-egy AVL-faban térolunk. Tegyiik fel tovdbbd, hogy az Sy-ben szerepl§ kulcsok
mind nagyobbak az 57 kulcsaindl. Célunk a két lista egyesitése; a két AVL-fat sze-
retnénk minél hatékonyabban egyetlen AVL-fava osszeflizni. Megmutatjuk, hogy
ez megtehetd O(log n) koltséggel, ahol n a két lista dsszesitett elemszdma. A fak-
16l feltételezziik, hogy a csticsai tartalmazzak az ott gyokerezd részfdk magassagit.
Legyen m(S1) > m(Ss). (A forditott eset hasonléan kezelhetd.) Az eljérds f6 1é-
pései a kovetkezdk:

1. Megkeressiik és toroljiik Sy legkisebb elemét (legyen ez s). A torlés eredmé-
nyeként kapott fit jeldlje Ss.

2. Sy gyokerétdl indulva, és rendiiletleniil jobbfelé haladva megkeressiik az els6
olyan z csicsot, melyre m(z) — m(S3) = 0 vagy 1. (A feltétel azért tartalmaz két
lehetSséget, mert egy 16pésnél a magassig 1-gyel vagy 2-vel csokkenhet.)

3. Ezutdn z helyére egy j csiicsot tesziink, melynek kulcsa s. Az dj csics jobb
ré§Zféja Ss, bal részfdja pedig az S; fa z-gyokerd részfija lesz. Végiil helyredl-
?f’tjuk az AVL-tulajdonsdgot. Erre a besziird algoritmus otletei alkalmazhatok: 4gy
Jarunk el, mintha az s csiicsot szirtuk volna be a faba.

AL R

/e\
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Konnyen ellenrizhetS, hogy az {gy kapott fa teljesiti a kereséfa-tulajdonsdgot
€s az AVL-feltételt is. A koltségkorldt azonnal kdvetkezik abbdl, hogy S és S,
magassaga is O(logn).

3.7. Egy onszervezd megoldas: az S-fak

Kvasztics felriadt dlmdbol, megldita az djult rt,
és fdradtan koriilnézert.
— Csak menjetek nyugodtan... — mondta — az drt
megvizsgdlom és elldtom koréssel.
— Az nem elég — siigta Tusko — a szdjdt is tomje
be, ha mdr dpolds ald veszi.

REITO JENO: A hirom testdr Afrikaban

Az eddig vett hatékony keresSfdk algoritmusai zord szigortsdggal vigydznak a
fdk alakjdra. Ezdltal a miveletek legkedvezStlenebb eseteire is biztositani tudjdk
a O(log n) nagysagrendi korldtot, ahol n a tarolt elemek szdma. Egészen mads-
féle szemliéletet képvisel az itt bemutatdsra keriil§ onszervezd bindris kereséfa-
konstrukeid, melynek neve S-fa. Az elnevezés az angol splay tree (kiforditott fa)
kezd6bet(ijébd] szarmazik. Az S-fiakat D. D. Sleator és R. E. Tarjan javasoltdk
1983-ban.

Egy S-fa a taroldsi szerkezetét illetGen egyszerfien egy bindris kereséfa. Erde-
kessé €s hatékonnya az alapmiiveletekre javasolt médszerek teszik. Ezek az algo-
ritmusok semmiféle kdzvetlen figyelmet nem szentelnek a fa alakjanak. Ei6fordul-
hat példaul, hogy a fdban hosszi utak vannak, és ezért bizonyos keresések lassiak.
Az S-fak tehdt nem feltétlentil kiegyensilyozottak. Ezzel szemben hosszabb ope-
racidsor (keresések, beszirasok, torlések, stb.) alatt ,tanulnak": az egyes elemek
elérési gyakorisdgai és ezen elérések id6beli eloszldsa szerint valtoztatjdk alakju-
kat. Ugy is mondhatjuk, hogy a fa idomul a felhaszndléi igényekhez.

Az S-fak algoritmusai mogott egy nagyerejl és sok esetben haszndlhaté gon-
dolat hizodik meg. Ha a felhaszndléi igények teljesiiése (mondjuk keresés) kozben
eljutunk valahova, akkor nem tdvozunk onnan sziikkeblien, pusztan csak a kote-
lez6ket elvégezve. Rdszdnunk még valamennyi id6t, hogy szépitsiik, alakitsuk a
kornyéket ahova kertiltiink. Ez az id§ (nagysdgrendileg) nem tdbb, mint amit a
fethasznaloi kérésre amiigy is forditanunk kell. A raforditds javitja a szerkezet ha-
tékonysagat, aminek az eredménye az lesz, hogy a jovobeli kéréseket gyorsabban
tudjuk teljesiteni. Ezzel a filoz6fidval késdbb is taldlkozni fogunk a szekvencialis
keresés onszervezé médszereinél és az UNIO-HOLVAN adatszerkezetnél.
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Az S-fak alkalmazkodé képességének két konkrétabb megnyilvanuldsat emlit-
jik:
1. Egy hosszt miveletsor esetén az egy miiveletre esd koltség konstans szorzé
erejéig optimalis lesz. Ha tehit a fa elég sokdig €, akkor az Osszesitett idGigénye
nem lesz szdmottevGen rosszabb a legjobb kiegyenstlyozott fakéndl. E wlajdonsag
pontosabb megfogalmazasa a szakasz végén talalhaté tétel.
2. A kiegyensiilyozott fdkndl jobb teljesitményt nydjtanak olyan alkalmazdsi hely-
sodnak". Az ilyen csomos helyzetre suta, de szemléletes példa egy kérhaz beteg-
nyilvéntartdsa. (A sutasdg abbdl ered, hogy egy kérhdzi nyilvantartdst kiilsS tdron
érdemes kezelni, mig a bindris keres6fak bels6 memorids szerkezetek.) Ha valaki
bekeriil a kérhdzba, akkor a réla sz6l6 rekord igen aktiv lesz; viszonylag gyors
egymasutdnban keriilnek bele a kiilonféle vizsgilatokkal, kezelésekkel kapcsola-
tos feljegyzések. Ha viszont az illetd éppen nem beteg, akkor meglehetSsen ritkdn
van sziikség erre a rekordra.

Az §5-fdk ezen alkalmazkodasi képességét egy igen egyszerd, ugyanakkor csil-
logéan elegins visszacsatoldsi mechanizmus biztositja. Ennek lényege, hogy haa
akkor az igényt kezel§ algoritmus ezt ugy ,.értelmezi", hogy az s fontossdga nétt.
Az s elemet alkalmas forgatdsokkal a fa gyokerébe mozgatja. Ezen feliil az s-hez
vezet$ keresd 1it mentén levd elemek is valamivel fontosabbak lettek; a médszer
Oket is kozeliti a gyokérhez. Ennek eredményeként az adott id&szakban gyakran
haszndlt elemek kozel lesznek a fa tetejéhez, a kevésbé aktivak pedig lassan a leve-
lek felé vandorolnak. A gyakran haszndlt elemek ezért nagyon gyorsan elérhetdk.
Akérhdzi példanal maradva a fa csaknem olyan teljesitményt nyijt, mintha csupan
az éppen kezelt betegek rekordjaibél dlina a nyilvantartds.

Az S-fak miiveleteinek pontos lefrdsdhoz bevezetiink néhény jel6lést. Legye-
nek f, f' S-fak, x,y, z kulesok, az U rendezett univerzum elemei. Utébbiakat azo-
Nositani fogjuk az ket tartalmazé fabeli csicsokkal. Ez nem fog félreértést okozni.

A keresSfikra jellemzé KERES(z, ), BESZUR(z, f) és TOROL(z, f) md-
veleteket a szokdsos médon értelmezziik. A RAGASZT(f, f') miivelet az f és f'
S-fikbel egyetlen S-fat szervez, feltéve, hogy © < y teljesiil minden z € f €s
Y € f'kulesra. A VAG(a, f) miivelet szétvédgja f-etaz f'és f" S-fakraigy, hogy
Y S = < zteljestit minden y € f' és 7 € f csiicsra,

) A korabban emlitett 6nszervez$-szépits képesség a KIFORDIT elnevezést
eljdrasba van épitve. Ennek a definicidja az erejéhez képest meglepSen egyszerf.
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KIFORDIT(z, f) dtszervezi az f S-fit Ggy, hogy = lesz az 1ij gyokér,
haz € f; kiilonben f gydkere = valamelyik szomszédja lesz:
vagy max{y € f; y < =} vagy min{y € f; y > z}.

A KIFORDIT miivelet az egész médszercsaldd lelke. Segitségével a tbbi el-
jards kénnyen megvaldsithato:

Allitas: Az ismertetetr mifveletek mindegvike megvaldsithatd konstans szamii KI-
FORDIT és konstans szdmii elemi operdcié (dsszehasonlitds, mutaré bedllitds,
sth.) segitségével.

Bizonyitas: Csak két miivelet, a RAGASZT és a TOROL esetét nézziik meg ko-
zelebbrdl. A tobbi médszer sszerakasit feladatként az olvaséra hagyjuk.

RAGASZT(f, f') végrehajtdsat a KIFORDIT(+o00, f) hivéssal kezdjik. Itt
+o00 € U egy az f minden eleménél nagyobb kulcsot jelent. Legyen = az eredmé-
nyiil kapott f* fa gyokere. A KIFORDIT specifikicidja szggint az ¢ az f* legna-
gyobb kulcsa. Ebbdl kovetkezik, hogy z-nek nincs jobboldali fia. Legyen tehat az
x jobboldali fia az f' fa gytkere. Az igy kapott fira teljesiil a keres6fa-tulajdonség,
mert a hivdsi feltétel szerint f' kulcsai nagyobbak z-nél.

TOROL(z, f) elsé lépése KIFORDIT(z, f). Ha az ekkor kapott fa gyokere
nem z, akkor készen vagyunk; ez azt jelenti, hogy = ¢ f. Feltehetjiik ezutdn, hogy
a fa gyokere x. Legyenek fi és fo az z gyokér részfdi. A torlést RAGASZT(f1, f2)
végrehajtdsdval fejezhetjiitk be. O

KIFORDIT(z, f) implementiciéja
Hasznos lesz a kovetkezd jelolés: legyen z az f fa egy csicsa, melynek apja y; ez
esetben FORGAT(z) jeldlje azt az egyszeres forgatdst, mely z-et y apjdva teszi.

ElGszor a bindris keresdfakban szokdsos médszerrel megprobaljuk megtaldlni
z-et f-ben. Ez vagy sikeriil, vagy pedig ha z ¢ f, akkor az z-nek a rendezés
szerinti egyik szomszédjindl (max{y € f; y < z} vagy min{y € f; y > z})
végziink. Mindegyik esetben azt az elemet kell majd felvinniink a fa tetejére, ame-
lyet a keresés sordn utoljdra elértiink. Feltehetjiik ezérit, hogy = € f, és mar meg
is leltiik z-et f-ben.

Ezutdn a keziinkben levs z elemet az alibb kovetkezd recept ismételt alkal-
mazdsaval felvissziik a fa tetejére. Az eljardsdarab egy végrehajtdsa maximum két
szinttel viszi feljebb z-et. Egy menetben a 0-3. 1épések koziil pontosan egy hajto-
dik végre. A dontéshez sziikséges ellendrzés konnyd, mert az x-hez vezetd keresd
at utolsd néhany (legfeljebb harom) csticsdnak és a koztikk mend éleknek az isme-
retében elvégezhetd.
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(0) Ha = gyokér, akkor készen vagyunk.
(* A tovabbiakban jeldlje y az z apjdt. *)
(1) Ha z-nek nincs nagyapja, akkor FORGAT(z), kiilonben
(2) ha 2 s y is baloldali (jobboldali) gyerek,
akkor FORGAT(y), majd FORGAT(z), kiilénben
(3) ha z és y kiilonboz6 oldali gyerekek,
akkor FORGAT(z), majd ismét FORGAT(z).

L

KIFORDIT(z, f) fontos jirulékos hatdsa, hogy az x keresS titjdn levs csi-
csok kozelebb keriilnek a fa tetejéhez. A keres6fa-miveletek — a benniik levs
KIFORDIT-hivdsnak koszénhetSen — viltoztatjdk a fa alakjit. Ez a valtoztatis
annal tobb cstcsot érint, minél mélyebben levé elemre alkalmazzuk a kiforditd
eljarast.

A kovetkezd eredmény a kordbban emlitett 1. tulajdonsdg pontosabb megfo-
galmazdsa. Lényegében azt mondja, hogy egy hosszii miiveletsor 6sszkoltsége 4l-
land6 szorzé erejéig a kiegyensiilyozott fakra jellemzd korldton beliil marad: az
egy miiveletre es6 dtlagos koltség O(logn), ahol n a fa csicsainak a szdma. A
bizonyitast mell&zziik.

Tétel: Egy iires S-fdbdl induld olyan m miivelethél dllé sorozat kolisége, melyben
n besziirds van, O(mlogn). O

3.8. Széfak

Az eddigi keresdfa-konstrukcidk csak annyit tételeztek fel az U kulcshalmazrdl,
hogy az rendezett halmaz. A rendez6 médszereknél a kulcsokrdl valé finomabb
ismeretek hatékonyabb algoritmusokhoz vezettek; gondoljunk csak a lida- vagy a
radixrendezésre. Némiképp hasonlé a helyzet a keresdfa-miiveleteknél. Bizonyos
specidlis szerkezetd kulcsokra érdekes ad hoc megoldisok adhaték. Szép és hasz-
nos példaként emlithet6k a szdfidk. A szerkezet angol neve egy fantdziaszé: trie,
amely a retrieval sz6 kozepéb6l valé négy betiire szandékozik utalni (kiejtése vi-
Szont a try mintdjat koveti).

Legyen & egy véges halmaz, amit gy tekintiink, mint egy nyelv betiikészletét
(abe-je), Jelolje £* a X-beli elemekbdl alkotott véges hosszi sorozatok, azaz sza-
vak halmazat. Itt most feltessziik, hogy adott egy rendezés (amit abc-sorrendnek
tekintﬁnk) a ¥ halmazon. Ebbdl azonnal adédik egy rendezés ¥*-on, nevezete-
Sen a betfirenden alapulé lexikografikus rendezés. A széfik hatékony keresdfa-
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konstrukcidt adnak arra az esetre, amikor U = £*, a rendezés pedig a lexikografi-
kus. A széfak tehat akkor alkalmazhatdk, ha a kulcsok szavak.

A szGfdt gyokeres, a gyokértdl tdvoloddan irdnyitott fanak képzelhetjik el.
A fa csicsai [ényegében mutatd tipust (dmbok, ¥ U {x} elemeivel indexelve, It
* € 3 egy specidlis végjel, amirdl feltessziik, hogy a betiirend szerint £ minden
betlije megelézi. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a témbak utolsé, |Z| + 1. elemének
az indexe *. A tdmbdk elemeiben levd mutaték adjdk a fa éleit. Egy csdcsnak
ezek szerint maximum | X | +1 fia lehet. Egy tombelem vagy NULL (jelezve
hogy iires, tehat nem tartalmaz igazi mutat6t) vagy egy mutatd egy fiira (azaz egy
madsik tdmbre) vagy a * végjel. A fiban tdrolt szavakat gyokértdl levélig, azaz a x
végjelig mend utak jelentik.

Példaul ha ¥ a magyar abc, és a KAP sz6t szeretnénk tarolni, akkor a gydkeret
jelentd tomb K indexd elemébd! mutaté mutat egy mdsik tombre, ennek A indext
elemében mutaté van egy tovdbbi = tombre, melyre z{P] = %. Bonyolultabb a hely-
zet, ha a KAPU sz6 is szerepel a széfinkban. Ekkor z[P] valédi mutatd, mondjuk
az y tombre. Azt a tényt pedig, hogy a KAP sz6 is szerepel, ugy jelezhetjiik, hogy
*-ot frunk y[*]-ba. Mdsképpen fogalmazva: a problémat, logy egyik szé prefixe a
masiknak ~ mint a KAP a KAPU-nak — tigy kezeljiik, hogy minden szé végére egy
*x-ot képzeliink, és * csak a sz6 végén fordulhat eld. Az z[P]-ben gyokerezs részfa
azoknak a tarolt szavaknak felel meg, amelyeknek az elsé harom betlije KAP.

A tombok helyett linedris listdk is haszndlhatok. Ezaltal megtakarithatjuk a
NULL értékil tombelemek helyét. Ennél a megkozelitésnél viszont némi gondot
okoz a listdk hatékony kezelése.

Legyen ¥ tovdbbra is a magyar abe. A KOR, KOVER, KAPOS, KAP, KALAP
szavakat tartalmazo6 fa listds abrdzoldsa igy képzelhetd el:

LO—~O—e—~O

/

(A~ r—0—()— ()
() O,
(O

Itt egy adott csiics fiai tekinthetok egy listdn levoknek. Igy példdul a gyskér egy
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egyelemt lista, a masodi i L
li?/ét Képeznek odik szinten levs A beti fiai, L és P szintén egy (kételemd)
A szofa adatszerkezet érzéketlen a beszird
dirolt szavak Gsszességétdl fi : eszurdsok sorrendjére, a fa alakj
igen hatékony. Ugyanfs ;Oll)ef:ii.”A t?mbbel,megvalésftott szofaban \l/?lllzakcs-alia
 utatck mentén, mint amen .0' szo’ hosszdhoz mérten nem kell tébbet 1,61 ??es
betiis abe feletti n véletlen k 111}’1 a sz,ob,an a betdik szdma. Megmurathaté ;Pﬂunk
log,, 7 + ¢ mutaté kovetésé ulesbol all6 sz6fa esetén a keresés dtla, 08y T
m ovetésével befejezddik, ahol ¢ az m-tél és n t%i?s.anfmmtegy
-t0l 1s fiiggetlen

allando.



