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Rendezés

...egész nap a barlangban szorgoskodtam, ahol a vert pénzt kellest
kétszersiiltes zsdkokba toltenem... azt hiszem, sohasem szérakoztam
jobban, mint amikor ezeket rendezgettem. Angol, francia, spanyol,
portugdl aranyak, Gyorgy és Lajos tallérok, dublonok, kettds gui-
nedk, monédorok és zecchinok. ROBERT LOUIS STEVENSON

(Jim emlékei a Kincses Szigetr6l)

Ebben a fejezetben az egyik klasszikusnak szamité, alapvetd szamitisi feladattal, a
rendezéssel foglalkozunk. Ennek értelmezéséhez nézziik elGszor a rendezési rela-
cid fogalmat. Legyen U egy halmaz, és < egy kétvaltozos relacié U-n. Haa,b € U
€s a < b, akkor azt mondjuk, hogy a kisebb, mint b. A < reldci6 egy rendezés, ha
teljesiilnek a kovetkezdk: :
I.a £ a minden a € U elemre (< irreflexiv);
2.Haa,b,ce U,a < b,és b < c, akkor a < c (< tranzitiv);
3. Tetsz8leges a # b € U elemekre vagy a < b, vagy b < a fenndll (< teljes).

Ha < egy rendezés U-n, akkor az (U, <) pért rendezett halmaznak nevezziik.
Ha az U halmaz egy szamitégépes adattipus is egyben, akkor az (U, <) part ren-
dezett tipusnak is nevezik. Kiilondsen ez utébbiak érdekesek a szdmunkra. Az U
elemeit ekkor adatoknak tekinthetjiik, és feltehetjiik, hogy a < reldcié hatékonyan
a rendelkezésiinkre 4ll: ha adottak az a, b € U elemek, akkor az @ < b viszony
ellendrzése, mds széval a és b dsszehasonlitdsa hatékonyan megtehetd. Ezt az
Osszehasonlité eljarast gyakran a rendszer biztositja, olykor viszont magunknak
kell megirnunk.

Példak:
1. Z az egész szamok halmaza. A < rendezés a nagysdg szerinti rendezés. (Z, <)
tekinthetd rendezett tipusnak is.
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2. Az abc betfiinek ¥ halmaza; a < rendezést az abe-sorrend adja. Az z betl Ki-
sebb, mint az y betli, ha = elSbb szerepel az abe-sorrendben, mint .

3. A X betiiibd] alkotott szavak X* halmaza a szétarszer( vagy lexikografikus ren-
dezéssel. Ezt a kdvetkezd recepttel értelmezhetjiik: legyen X = zjzy - -2y €5
Y =y1y2- -y (x5,y; € ) két 526 (X az z;, Y pedig az y; betiik sorozata). Az
X kisebbmint Y, havagyl > kész; =y, hai = 1,2,..., k; vagy pedig z; < y;
teljesiil a legkisebb olyan j indexre, melyre x; # y;. Tehat példaul kar < karika
és bor < bot.

A rendezés feladata dltaldnosan igy fogalmazhaté: adott az (U, <) rendezett

halmaz elemeinek egy uy, ua, . .., uy, Sorozata; rendezzitk ezt dt egy nem csokkend
v1,%2, ..., Uy sorrendbe.
A nem csokkend sorrend azt jelenti, hogy v1 < ve < ... < vy, teljesiil, ahol

< a kisebb vagy egyenld reldcid jelolése. Az egyenléséget akkor kell megenged-
niink, ha az u; sorozatban ismétlédések vannak, ami az alkalmazasokndl gyakran
el6fordul.

Az uy,us, ..., uy sorozat tobbféle médon adhaté meg. Kaphatjuk témb, lan-
colt lista formdjdban vagy egy kiilsé tdron lev$ dllomany rekordjainak sorozata-
ként. Legtobbszor a vy, v, ..., v, sorozatot ugyanolyan formédban kovetelik t6-
link, mint amilyen a bemenet volt. Ezért a rendezd médszerek dtalakitd 1épései
tobbnyire az elemek (témbelem, listaelem, rekord) mozgatdsai, cseréi.

A rendezési feladat két szempontbdl fontos. Gyakran eldfordul, hogy magéban
a kérdés megfogalmazdsaban szerepel a rendezés. Példdul, ha arra vagyunk kivdn-
csiak, hogy egy nyilvéntartdsban szerepld személyek koziil kinek a legnagyobb a
fizetése, vagy hogy kiknek a fizetése van az dtlag folott stb. A masik, talin még
fontosabb alkalmazds a rendezés haszndlata a keresés megkonnyitésére. Ezzel ké-
s6bb behatdéan foglalkozunk. Most csak egy példat emlitiink. A telefonkdnyvhoz
altaldban azért fordulunk, hogy (gyorsan) megtaldljunk egy telefonszdmot. Nem
érdekel benniinket kiilonésebben a nevek rendezése, de a név szerinti rendezettség
komoly segitséget nyujt a gyors keresésben (képzeljiik el, mi lenne, ha a telefon-
kényv bejegyzéseit csak gy, Ossze-vissza vetnék papirra).

A fejezet elején a rendezett haimazokban val6 kereséssel foglalkozunk. Utdna
attekintjiik a legfontosabb 6sszehasonlitds alapi rendezéseket. Az ilyen modszerek
a dontéseiket kizarélag az elemek kozotti < reldciéra alapozzak. A kulcsmanipula-
ci6s rendezések ezzel szemben hasznalhatjak az elemek (kulesok) belsd szerkeze-
tének ismeretébdl eredd elényoket. Megismeriink két ilyen szeml€letd eljarast is.
Ezutan bemutatunk egy gyors parhuzamos rendezd médszert, végiil pedig kiils6
tarakon levs allomanyok rendezésével foglalkozunk.
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2.1. Keresés rendezett halmazban

A rendezett halmazokban val6 keresési eljdrdsok jelentSs szerepet jdtszanak a leg-
kiilonfélébb adatkezeld rendszerekben. Erdemes tehdt kozelebbrdl is megismer-
kedni veliik. Tegyiik fel, hogy adott az (U, <) rendezett halmaz véges

S={s1<s2<...<8p-1< 8}

részhalmaza. Az S-re ugy gondolhatunk, mint az U altalunk tdrolt elemeinek
ssszességére. Adott ezenkiviil a bemenet részeként egy s € U elem. A felada-
tunk annak eldontése, hogy s € S teljesiil-e. Igenld vdlasz esetén dltaldban az s
elem S-beli ,helye" is érdekel benniinket.

A feladatot Osszehasonlitdsok segitségével szeretnénk megoldani. Egy ilyen
1épésben vessziik valamelyik s;-t (S-nek a rendezés szerinti i-edik elemét), és
gsszehasonlitjuk az s elemmel. Az eredmény lehet s = s;, s; > s vagy s > s;. Az
eredményt6l fliggben tovabbi ilyen Osszehasonlitdsokat végziink, egészen addig,
amig az (s € S7) kérdést meg nem tudjuk vdlaszolni. A fontosabb médszerek a
kovetkezdk.

Linedris keresés

Az s-et elGszor az S halmaz legkisebb elemével, s1-gyel hasonlitjuk &ssze. Ha
s < si, akkor végeztiink, megdallapitva, hogy s nincs S-ben. Ha s = sy, akkor
sikerrel jartunk: az (s € S?) kérdésre a valasz igenls. Ha pedig s > s, akkor
tovdbbmegyiink, és az sp elemet vetjiik Ossze s-sel. Ennek a kimeneteleit az el6-
z6hoz hasonldan kezeljiik. Vagy vélaszt kapunk a keres6kérdésre, vagy folytatjuk
s3-mal. Es {gy tovibb. Addig lépkediink eldre az 51, s9, .. ., 8;, . . . sorozat mentén,
amig az (s € 57?) kérdés el nem dol.

Mi mondhaté a médszer — 6sszehasonlitdsokban mért — koltségérol? A legked-
vezdtlenebb esetben, amikor is s > sy, az S halmaz minden elemével hasonlitunk;
ez |S| = n 6sszehasonlitast jelent. Ennél a feladatnil szokds dtlagos lépésszdmrdl
is beszélni. Ekkor azzal a feltevéssel éliink, hogy a keresett s elem egyenld eséllyel
lehet a (—o0, s1], (81,82],- -+, (Sn_1, 8n] €s (8n, 00) intervallumok barmelyiké-
ben. Itt (a, b] az U azon s elemeinek az dsszességét jelenti, melyekre a < s < b
igaz. HasonlGan, (—oo, b] az U halmaz b-nél nem nagyobb, (a, co) pedig az a-ndl
nagyobb elemeinek halmaza.

Ha s € (—o0,s1], akkor 1 dsszehasonlitdst végziink, ha pedig s € (s;, 8:41]
akkor 7 + 1-et (1 < i < n). Az utols intervallum (sy, co] elemeire a koltség n
Gsszehasonlitds. A kapott n + 1 szdm dtlaga

1+2+--+n—-14+n+n_ n(n+l) n__n__"n

n+1 T 2(n+1) n+l 2 n+1
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A médszer dtlagos koltsége tehdt (n/2) + 1 osszehasonlitds koriil van.

Binaris keresés

Az eljards az oszd meg és uralkodj elven alapul. A feladat megoldésit sokkal ki-
sebb hasonlé feladatok megoldéséra egyszer(isitjiik. El6sz0r az S halmaz kozéps6
elemével hasonlitjuk dssze s-et. Ennek az s; elemnek az i sorszdma lehet k vagy
k+1,han = 2k Hapedign = 2k + 1, akkor ¢ = k + 1. Mit ad az s €s s;
osszevetése? Ha s = s;, akkor egyetlen lépésben végeztiink. Ha s < s;, akkor
az s elemet elég mdr csak az {sy,...,s;_1} részhalmazban keresni. Ugyanigy,
ha s > s;, akkor az {s;11,..., sy} részhalmazra szoritkozhatunk. Egyetlen jol
irdnyzott kérdéssel tehdt vagy megtaldljuk az s elemet, vagy pedig visszavezetjik
a kérdést egy sokkal kisebb S; rendezett halmazban valé keresésre. Az Sy mérete
legfeljebb az S méretének a fele: |S;| < |S|/2 = n/2. Az eljardst ismételjiik,
amig ez a felezés \enewséges. Az egyre zsugorodd ceinaimazok legyenek

So=25,81,..,9-

Az utols6 S; halmazrdl feltehetjiik, hogy nem tires, mds széval 1 < |.S;], tovabbd,
hogy az S; k6zéps8 elemével valé dsszehasonlitds mdr megvalaszolja az (s € S57)
keresGkérdést. Eszerint a felhaszndlt dsszehasonlitdsok szdma j + 1. Az [S;4| <
|Si]/2 egyenl6tlenségek sszefiizésével kapjuk, hogy |S| = n, |S1] < n/2, |Ss| <
n/4,...,|S;] < n/27. Az utolsé szerint 1 < n/27, amibdl j < logy n.

Osszesen tehdt j + 1 < log, n + 1 dsszehasonlito l€pés elég. Picivel pontosabb
aj+1 < [logy(n+1)] korlt. Ez j < |log, ] < logy(n + 1) miatt érvényes.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a bindris keresés optimalis: kevesebb Osszehasonli-
tassal nem oldhaté meg a feladat. (Alkalmazzuk az ellenség-modszert. Az ellenség
tigy vélaszol az algoritmus kérdéseire, hogy utdna s keresését a nagyobbik rész-
halmazban kell folytatni.)

A két médszert, a linedris keresést és a bindris keresést egybevetve megallapit-
hatjuk, hogy az utdbbi sokkal kevesebb sszehasonlitast igényel. Mégsem mond-
hatjuk, hogy a linedris keresés rossz médszer. Ha ugyanis az § halmazt listaként
vagy kiilsé tdras dllomény részeként kapjuk, akkor a bindris keresés tobbnyire nem
alkalmazhatd. A gond ott van, hogy ekkor nem tudunk elég gyorsan a halmaz ko-
zepébe ugrani. A linedris lépkedés pedig a legszerényebb szervezési modok mellett
is megy. A tombok fontos elénye, hogy alkalmasak a bindris keresésre. Altalaban
a programozdsi kérnyezet biztositja, hogy az A[l : n] témb bdrmelyik A[] eleme
gyorsan elérhetd.

Az itt targyalt keresési feladatnak tobb értelmes valtozata van. Példaul az S
lehet egy rendezett sorozat. A kiilonbség annyi, hogy ekkor az s; elemek kozott
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ismétlédések is el6fordulhatnak. A médszerek koltségérdl mondottak ekkor is ér-
vényben maradnak, legaldbbis ami a legrosszabb eseteket illeti.

Egy masik érdekes viltozat, amikor a keresett s elem Gsszes S-beli eléfordu-
l4sat meg kell taldlnunk. A koliség ekkor fiigg az ismétlédések szamato! is.

Példa: Tegyiik fel, hogy az A[1 : n] tdmbben
[név [ cim Fe[efonszdnﬂ

alaku bejegyzéseket tdrolunk, a név szerint rendezve. A rendezettség annyit tesz,
hogy ha i < j, akkor az A[i]-ben levd név mez§ értéke nem nagyobb, mint az
Alj]-ben levéé. Ha mondjuk Rezeda Kdzmér telefonszdmara vagyunk kivancsiak,
akkor bindris keresést hasznalhatunk. Az A tomb legfeljebb [logy(n + 1)] ele-
mének a megnézésével kideriil, hogy van-e informdciénk ilyen nevii személyréi.
Ha igen, akkor mindjart kapunk is egy Rezeda Kazmérrdl sz6l6 bejegyzést. Ha az
Osszes Rezeda Kdzmérra kivancsiak vagyunk, akkor ettél a taldlati helytdl jobbra,
illetve balra Iépkedve megtaldljuk valamennyit. Ez még kortilbeliil annyi tombe-
lem elérését jelenti, mint ahdnyszor ismétlédik a név.

Megemlitink még egy rendezett halmazban vald keresési moédszert. Ez az da. in-
telligens keresd rendszerekben fordul el6, haszndlata elég bonyolult szervezést igé-
nyel. A neve interpoldcics keresés. Csak a modszer alapgondolatat szeretnénk itt
érzékeltetni. Amikor a telefonkdnyvben példaul Fétyol Szilvia szdmat keressiik,
akkor nem fogunk az elejét6l kezdve linedrisan lépkedni. Nem prébalkozunk a
telefonkonyv kozepével sem, a bindris keresésnek megfelel6en. A kotetet inkdbb
valahol az els6 negyede tajan nyitjuk ki, mert tgy érezziik, hogy az F-fel kezd6dé
nevek arrafelé vannak. Az F-betds neveknél pedig nagy léptekkel igyeksziink meg-
taldlni az els6ket, hiszen az 4 az abc elejér6l vald.

Arrdl van itt sz6, hogy informdcidval rendelkeziink a tdrolt halmaz elemeinek
az eloszlasdrol, aminek a segitségével jol-rosszul becsiilni tudjuk a keresett elem
lehetséges helyét. Az interpoliciés keresdk ilyen természeti ismeretek felhasz-
ndldsdval probdljak gyorsitani a keresést. Az informacié minSségétd! fiiggden az
Osszehasonlitdsok szdma akdr log log n-re is levihetd.

2.2.  Osszehasonlitas alapi rendezé médszerek

Itt az olyan rendezd eljarasok legfontosabbjait érintjiik, amelyek nem tekinthet-
nek a rendezendd elemek (mésik szokasos szohaszndlattal; kulcsok) belsejébe. Az
elemekkel kapcsolatos dontéseiket csak és kizdrdlag a < reldciéra alapozhatjak.
Ezeket Ssszehasonlitas alapi mddszereknek nevezziik. Az eljirdsokat tombként
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megadott bemenetek esetére ismertetjiik. Az olvaséra bizzuk annak meggondold-
sat, hogy az elmondottak miként és mennyire maradnak érvényben mas megaddsi
mddokra. A feladat ezek utdn a kivetkezG:

Adort az (U, <) rendezett halmazbdl (tipusbdl) vald elemekbél dlle A[1 : n| tomb.
Rendezziik dt az A elemeit tigy, hogy azok a < szerint nem csokkend sorrvendben
legyenek.

A kovetelmény szerint az eljdrds végén az A-nak ugyanazokat az elemeket
kell tartalmaznia és ugyanakkora multiplicitdssal, mint kezdetben. A végallapot-
ban érvényesek az A[1] < A[2] < ... < A[n] egyenlStlenségek. A médszerek
koltségének szamitdsakor dltalaban két tényezdt vesziink figyelembe: az Gsszeha-
sonlitdsokat és az elemek mozgatdsait! .

2.2.1. Buborék-rendezés

A rendezésére egy kézenfekvé otlet, hogy a rosszul dl16 szomszédos elempérokat
megcseréljiik: ha valamely i-re A[i] > A[i+1], akkor a két cella tartalmdt kicserél-
juk. Ha mdr nincs ilyen értelemben rosszul dll6 par, akkor A rendezett allapotban
van. Az Otlet egy kulturdlt kivitelezése a buborék-rendezés. A tomb elejér6l indulva
a rosszul 4ll6 szomszédos elemeket cserélgetve eljutunk a tomb végéig. Ekkor a
legnagyobb elem(ek egyike) A[n]-ben van. Utdna ismételjiik ezt az A[l : n — 1]
tombre, majd az A[l : n — 2] tdmbre, stb. Végiil A rendezett lesz.

procedure buborék
(*az A[l : n] tombot nem csokkenden rendezi *)
for(j=n—-1,7>0,j:=j—1)do
for(t=1,i<j,i:=i+1)do
{ ha A[i + 1] < A[d], akkor cseréljiik ki Sket.}

A kiilsg ciklus j valtozdja vezérli az éppen aktualis A[1 : 7 + 1] tdmb méretét.
A belsd ciklusban pedig végigmegyiink ezen a résztdmbon. Az elvégzett Gsszeha-
sonlitdsok szdma ennek megfeleléen n — 1, n — 2,...,2,1. Ez Osszesen "(%1—)
Osszehasonlitdst jelent minden bemenetre. A legrosszabb esetben ugyanennyi az
elemcserék szdma is. Ez akkor fordulhat el8, ha kezdetben a tomb forditottan ren-
dezett: A[1] > A[2] > ... > A[n].

'Feltevésiinkkel elhanyagolunk néhédny tovabbi koltségtényezdt. llyen példaul a ciklusvaltozok
Iéptetésének az ideje. Ezek azonban nem befolyasoljak az dsszkoltség nagysdgrendjét.



2.2, OSSZEHASONLITAS ALAPU RENDEZO MODSZEREK 31

A mddszer nevének magyardzatdhoz képzeljiik el, hogy a tomb fiiggéle-
ges helyzetben dll, A[n] van legfelil és A[1] legalul. Képzeljik el még azt is,
hogy a nagyobb elemek kénnyebbek a kisebbeknél. A médszer alkalmazasakor
a konnyebb elemek felfelé mozognak, mint a buborékok valami folyadékban.

Az eljaras, mint késbb ldtni fogjuk, a versenytdrsaindl sokkal t6bb Gsszeha-
sonlitast haszndl, ha n nagy. A kddja viszont rovid, egyszeri, és konnyen dtirhaté
tomb helyett listdval megadott bemenetre. Eme tulajdonsdgai miatt kis sorozatok
(maximum 10-20 elemtiiek) rendezésére ajanlhaté. A médszer stabil (mésik szokd-
sos szoval: konzervativ ) abban az értelemben, hogy az egyforma elemek egymis
kozti sorrendjén nem vdltoztat.

2.2.2. Beszrasos rendezés

A mdédszer alapgondolata igen egyszeri. Tegytik fel, hogy az A[l : k] résztémb
mar rendezett. Ezt hasznalva rendezziik az A[1 : k + 1] résztombét. Kezdetben,
amikor is k = 1, a feltétel nyilvan teljesiil. Ezutan sorra 1éptetve k-t rendezziik az
A[1:2], A[1:3], ..., A[l : n — 1], A[1 : n] tdmboket. Ezzel végiil megoldjuk a
feladatot.

Hogyan jutunk k-rol k + 1-re? Meg kell taldlnunk az A[k + 1] elem helyét az
A[l : k] rendezett résztomb elemei kozott. Ezt a beszirdsnak nevezett 1épést egy
példan keresztiil mutatjuk be. Tegyiik fel, hogy k = 4 és az A[l : 5] résztomb az
aldbbi:

[1ls]7]9]6]

Az A[1 : 4] résztdmb mdr rendezett. Ebben megkeressiik az utolsé elemnek
— ami esetiinkben 6 — a rendezett sorrend szerinti helyét. Ezt tehetjiik linedris vagy
bindris kereséssel. A keresés eredményeként kideriil, hogy a 6 helye az A[2] és az
A[3] elemek kozott van. A besziirdst tigy végezhetjiik, hogy az A[3 : 4] résztomb
elemeit eggyel jobbra toljuk, és a hatost az igy szabadda tett A[3)-ba mozgatjuk.
Ezzel az A1 : 5] résztombét rendeztiik:

lsf6i7]9]

Nézzitk meg a modszer koltségét! Ez bizonyos mértékig fiigg a beszird lépés-
ben alkalmazott keresési eljarastol.

Besziirasos rendezés linedris kereséssel
Ami az Gsszehasonlitasok szdmit illeti, a legkedvez6tlenebb esetet akkor kap-
juk, amikor az A tSmb mér a bemeneti dllapotdban rendezett. A k + 1-edik
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elem beszirdsakor ebben az esetben k Osszehasonlitist haszndlunk. Ezeket k =
1,2,...,n—1-re 6sszeadva ”("2_1) Osszehasonlitis adédik. Kénnyl meggondolni,
hogy a cserék szempontjabdl a forditottan rendezett témb adja a legrosszabb ese-

tet. A k + l-edik elem beillesztéséhez A[l : k + 1] mindegyik elemét mozgatni
(n+2)(n-1)
p)

Vizsgdlhatjuk a médszer dtlagos viselkedését is. Hogy ezt megtehessiik, meg
kell mondanunk, hogy milyen lehetséges bemenetekre szdmoljuk az dtlagot. Nos,
tegytik fel, hogy az dtlagot a tdmbnek az 1, 2, ... n — 1, n szdmokkal valé Gsszes
lehetséges kitoltésére vessziik. Itt természetesen nincs jelent8sége annak, hogy mik
a tombelemek, hiszen a médszer csak a < reldciét haszndlja. Minddssze az szamit,
hogy n kiilénboz6 elem, és ezaltal n! lehetséges input sorrend van.

kell. Osszesen ez mozgatdst jelent.

Feladat: Tegyiik fel, hogy A[l : k] mér rendezett, és az A[k + 1] elemmel még
nem foglalkoztunk. Mutassuk meg, hogy a beszlirds sordn A{k+1] ugyanannyiszor
eshet az elsd k elem dltal meghatarozott k + 1 intervallum barmelyikébe. (Legyen
Haz{1,2,...,n}egy k + 1l-elemd részhalmaza, és nézziik azokat az inputokat,
amelyeknél az els§ k£ + 1 elem pont a H-b6l van. Ezek kozott mindegyik 1 € H
ugyanannyiszor lesz a k + 1. helyen.)

A feladat szerint teljesiil a feltétel, amit a linedris keresés atlagos viselkedésé-
nek elemzésekor megkoveteltiink. Az osszehasonlitisok atlagos szama tehdt a k-
16l k + 1-re 1épésnél legalabb % + Z% > % Ezt 6sszegezve (k =1,2,...,n—1)
kideriil, hogy az eljrds dtlagosan legaldbb mfl—) osszehasonlitast végez. Lénye-
gében ugyanezen érvelés mutatja, hogy a mozgatsok 4tlagos szama is n? /4 koriil
van.

Beszirasos rendezés binaris kereséssel
A mdr rendezett k elem kozé a beszurds [log,(k + 1)] Osszehasonlitast igényel.
Ezak=1,...,n —1értékekre tsszesen

() K = [logy 2] 4 -+ + [logy n]

Osszehasonlitast jelent. Innen tetszdleges n-re K < n[logy n]. A K koltséget a (x)
kifejez€s alapjan masként, valamivel pontosabban is becsiilhetjiik. Vildgos, hogy
[logy k] < 1+ log, k, amibél

K<n—-1+1logy2+---+logyn =n—1+log,(n!).

Most segitségiil hivjuk a Stirling-formuldt, ami a faktorialis-fiiggvény noveke-
dési rendjét fejezi ki elemi fiiggvényekkel. A nevezetes formula kovetkezd alakjat
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hasznaljuk: n! ~ (n/e)n\/ 2mn. Logaritmusra térve
1
logy n! ~ n(logyn — logy e) + 5 logy n + logy V27 < n(logyn — 1,442)

adédik, feltéve, hogy n elég nagy. Azt is haszndltuk itt, hogy log,e =
1,442695. .., és logy V2r = 1,32.... Kapjuk, hogy K < n(log,n — 0,442)
elég nagy n-re. Az Osszehasonlitisok szama sokkal kedvez8bb, mint a linedris ke-
resést haszndlé viltozaté vagy a buborék-rendezésé€. Rovidesen ldtni fogjuk, hogy
ebbdl a szempontbdl a bindris keresést haszndlé médszer kozel optimalis.

Ha viszont a mozgatdsokat is szamitdsba vessziik, akkor ez a médszer sem
bizonyul til jénak. A mozgatdsok szdmat illetSen a linedris véltozatrél mondottak
itt is érvényesek, hiszen a mozgatdsok szdma nem fiigg a keresési médszertsl. A

legrosszabb esetben (—@%—"—1—), atlagosan pedig mintegy %z mozgatést végziink.

2.2.3. Egy alsé becslés

~ 2

Itt egy egyszerd, dltaldnos alsé becslést adunk rendezd médszerek Ssszehasonlita-
sainak szdmdra. A korlat érvényes lesz minden Osszehasonlitds alapu eljarasra.

Tegyiik fel, hogy van egy rendez§ algoritmusunk, ami helyesen rendezi az
(U, <) rendezett halmaz rogzitett up < ug < ... < u, elemének minden input
permutdcidjit. Ez azt jelenti, hogy az u; elemek mind az n! lehetséges bemeneti
sorrendjét cserékkel atalakitja az ©;, ua, .. ., u, sorrendre. Tegyiik még fel, hogy
a mdédszer kizdrélag két kimeneteld dontéseken alapul. Ezen azt értjiik, hogy felir-
hatd, mint

if feltétel then akcid, else akcioy ;

alakd utasitdsok egymdsutanja. Itt akcid; két dolgot jelenthet: egy masik utasitdsra
val6 ugrdst vagy pedig egy dtrendezést. Az dtrendezés az elemek akdrmilyen bo-
nyolult csereberéje lehet.

Tegyiik fel, hogy a médszer legfeljebb k& dontéssel megoldja a feladatot az

Ur, U2, ..., u, elemek n! lehetséges bemeneti sorrendjének barmelyikére. Meg-
mutatjuk, hogy ekkor k& > logs(n!).
Evégbdl nézziik a médszer miikodését a vy, v, . . ., v, input sorozaton, és je-

gyezziik fel sorban a kapott dontések eredményeit. Ezdltal egy legfeljebb & hosszu-
sagd, igen, nem értékekbdl all6 sorozatot, kédszot kapunk.

Azt dllitjuk, hogy igy kiilonboz8 bemeneti sorozatokhoz kiilonboz6é kdédsza-
vakat rendeliink. Legyen ugyanis v1,va, ..., v, €s wi, wa, ..., w, két bemenet,
amelyekhez ugyanaz a vélasz-sorozat tartozik. Ekkor ugyanaz lesz a végrehaj-
tasra keriils 4trendezések Py, P, ..., P, sorozata is. Végiil mindkét esetben a
rendezett wq,uz,. - -, Un sorrendet kapjuk. A P; akcidk invertdlhatck, hiszen a
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leképezés, amit megvaldsitanak, kolcsonosen egyértelmd. Léteznek tehdt a Pi'1
-visszarendezések". Ezért ha a vy,v9,...,v, bemeneten a Py, P, ..., P; atren-
dezések az wuy,us,...,u, sorozathoz vezettek, akkor az utébbira alkalmazva
a Ps_l,Ps__ll,...,Pl‘1 atrendezéseket visszakapjuk a v, vs,...,v, sorozatot.
Ugyanez elmondhaté a wy, we, ..., w, bemenetre is. A két bemenet tehat meg-
egyezik.

Ha egy bemenethez tartozd vélaszsorozat k-nal révidebb, akkor megfeleld
szdmu igent a végére irva egészitsiik ki & hosszisidgtra. Ezutan is igaz marad,
hogy kiilénb6z8 bemenetekhez kiilénboz6 kdédszavak tartoznak. Ez azon mdlik,
hogy egy (eredeti értelemben vett) kédszd nem lehet egy masik folytatasa. Ugyanis
amig a vdlaszok egyeznek, addig pontosan ugyanazokat az utasitdsokat hajtjuk
végre mindkét esetben. Ha a két kddszd az elsG j vélaszig egyezik, és az egyik
bemenetnél a program végére értlink, akkor a masiknal is ott leszlink.

Az eddigieket Osszegezve arra jutottunk, hogy az n! lehetséges input mind-
egyikéhez egy k hosszisdgi kodszot rendeltiink, mégpedig kiilonbéz6 bemene-
tekhez kiilonbozd kddszavakat. A kédszavak szdma tehdt legaldbb annyi, mint a
bemenetek szdma. A szébajové kédszavak szama 2k amibél 28 > nl, és végiil
k > log,(n!) adédik. Ervényes tehit a kovetkezs:

Tétel: Tegyiik fel, hogy egy pusztdn két kimenetelii dontéseket haszndlé program
legfeljebb k ilyen dontés alapjdan rendezi n elem bdrmelyik bemeneti sorrendjét.
Ekkor k > log,(n!) teljesiil. O

P

Példa: Az el6z6 gondolatmenet illusztrdldsaként vegyiik a buborék-rendezést az
n = J esetben. A ciklusok kifejtése utdn a program igy fest:

if A[2] < A[1] then A[2] & A[1];

if A[3] < A[2] then A[3] «» A[2};

if A[2] < A[1] then A[2] + A[1].

Itt az Afi] <> A[j] akci6 az Ali] és A[j] tartalmdnak cseréjét jelenti. Tegyiik
fel, hogy az 1,2,3 szamok permuticidit rendezziik. A kovetkezs kis tibldzat meg-
adja az egyes permutdcidkhoz tartozé kédszavakat. Léthatd, hogy hat kiilonbozé
kédszét kaptunk.

Bemenet kédszo
123 nem, nem, nem
132 nem, igen, nem
213 igen, nem, nem
231 nem, igen, igen
312 igen, igen, nem
321 igen, igen, igen
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Az sszehasonlitds alapu rendezések eleget tesznek az alsé becslésnél hasz-
nalt modell kikotésének. Ha az input sorozat (16mb, lista) elemei mind kiilénbo-
26k, akkor a < reldcio tesztelésével tényleg két kimeneteld dontéseket haszndlunk.
Egyenl6ség nem fog eldfordulni. A ciklusokkal kapcsolatos tesztek nem érdeke-
sek. Az eléz8 példdahoz hasonléan adott n-re a ciklusok kikiiszébolhetdk. Ervényes
ezért az alabbi:

Kovetkezmény: Egy dsszehasonlitds alapii rendezd modszer n elem rendezésekor
legaldbb logs(n!) Osszehasonlitdst haszndl. O

A beszirdsos rendezés j6l megkdozeliti ezt a korldtot. Hatuliitje viszont, hogy
n?-tel ardnyos szdmui mozgatdst igényel, és igy az osszkoltsége nagy lesz. Ezutdn
egy olyan médszert ismertetiink, ami a mozgatdsok szdmdban is 4llja a versenyt.

2.2.4. Osszefésiiléses rendezés

Két mdr rendezett sorozat (tomb, lista, stb.) tartalmdnak egy sorozatba valé ren-
dezése egyszeri feladatot jelent. Tegyiik fel, hogy az A[1 : k] valamint a BJ[1 : [
tombok rendezettek, €s tartalmukat rendezetten tdrolni akarjuk a C[1 : k+1] tomb-
ben. A C[1]-be nyilvan az A[1] és B[1] elemek koziil a nem nagyobb keriil. Ha ez
mondjuk A[1], akkor az A[2] és B[1] egyike lesz C[2]. Altaldban, ha az A[1 : i] és
B[l : j] résztomboket mér feldolgoztuk, tartalmuk nem csékkenSen C[1 : i + j]-
ben van, akkor nyilvéin

Cli + j + 1] := min{A[i + 1], B[j + 1]}

a J6 valasztas. Ezt az eljardst dsszefésiilésnek nevezziik (jeldlése: MERGE). Min-
den egyes Osszehasonlitds utdn egy elem a helyére keriil, kivéve az utolsét, amivel
két elem helyét deritjiik ki. A koltség tehdt k + [ — 1 6sszehasonlitds €s k + [ moz-
gatds. Az Osszefésiilés igen hatékony eljdras, hiszen a bemend adatok hosszdval
ardnyos idGben, st lényegében egyetlen végigolvasdssal elrendezi a két soroza-
tot. Hatékonysaga miatt elészeretettel alkalmazzdk a legvéltozatosabb adatkezeld
feladatokban.

Ilyen alkalmazdsnak szadmit az dsszefésiiléses rendezés. Az Osszefésiiléses ren-
dezés alapdtlete, hogy el8szor rendezziik kiilon-kiilon az A[1 : n] tomb elsd felét
€s masodik felét, majd ezek tartalmat fésiiljiik 6ssze. Itt ismét az oszd meg és ural-
kodj elvvel talalkozunk. Az A[1 : n] rendezésének a feladatét egy Ssszefésiilés drdn
visszavezetjiik két feleakkora feladatra, az A[l : [n/2]] és az A[[n/2] + 1 : n]
résztombok rendezésére. E résztomboket természetesen ugyanezen 6tlettel kivan-
juk rendezni. Mindezek a kovetkezd rekurziv definiciét sugalljik (az eljdras neve
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MSORT, paramétere a rendezendd tomb). Han > 1, akkor

MSORT(A[1 : n]) :=
MERGE(MSORT(A[1 : [n/2]]), MSORT(A[[n/2] +1: n})).

Hogy elvarrjuk a rekurzié aljdt, legyen MSORT( A7, i]) az iires utasitds. A
médszer koltségének elemzéséhez tegyiik fel elészor, hogy n = 2F. Legyen T'(n)
a felhaszndlt dsszehasonlitisok maximalis szdma n-elemii bemenetekre. Figye-
lembe véve az dsszefésiilés koltségét, a rekurzid szerint

T(n)<n-—1+2T(n/2),

han > 1. Ezt n/2-re alkalmazva és visszahelyettesitve
T(n)<n-—-1+4+2(n/2-1+4+2T(n/4))=n—-1+2(n/2—1)+4T(n/4).

A felezést igy folytatva végiil

T(n) < n~1+2(n/2-1)+4(n/4—1)+- - +2°(n/2¥1 1) < nlogy n].

Figyelembe vettiik itt, hogy T'(1) = 0. Az utolsé becsléshez elhagytuk a -1 tago-
kat, és haszndltuk, hogy k a legnagyobb egész, melyre n/2F"1 > 1. (Természete-
sen itt n vélasztdsa miatt n /2% = 1 is teljesiil, és ezért [log, n] helyett egyszertien
logy m = k is frhatd.)

Az elemzésnél tulajdonképpen a rekurzié mélysége szerinti fdazisokba csopor-
tositva szdmlaltuk ossze az Osszefésiiléseknél felléps osszehasonlitisokat. Az elsé
fazisban két n/2 méretd tombot fésiiliink Ossze, a kdvetkezdben két-két n/4 mére-
tiit, stb. Osszesen k fdzis van. Egy fazisban az dsszefésiilések legfeljebb 2n moz-
gatdssal megvalGsithatok; ez dsszesen 2nflog, n] mozgatds. A tarigény 2n cella:
az gsszefésiiléseket egy C[1 : n] segédtdmbbe végezhetjiik, majd az eredményt
visszairjuk A-ba.

Megjegyzés: Az Gsszefésiilés megoldhaté helyben is: tegytik fel, hogy az
A[l: 2n] t6mb A[l : n] és A[n + 1 : 2n] részei rendezettek. Ekkor a két rész
osszeféslilhetd az A témbbe O(n) Osszehasonlitissal gy, hogy A-n kiviil még
legfeljebb csak konstans szamu celldt (pl. valtozékat) haszndlunk. A médszerek
azonban elég bonyolultak és nem praktikusak.

Az Osszefésiiléses rendezés koltségére adott elemzésiinknél feltettiik, hogy n
a 2 egy hatvanya. Az altalanos esetben tetsz8leges pozitiv valds z-re legyen T'(x)
az [z] elem rendezésénél felléps sszehasonlitisok maximalis szama. Ervényes a

T(z) < [z] — 1+ 2T(z/2)
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egyenlGtlenség, amibdl a kordbbihoz hasonléan adédik T'(n) < nllog, n] tetszé-
leges pozitiv egesz n-re.

A programozdstechnikdban jdratos olvasé tudja, hogy a rekurziv eljardsok
tobbnyire kevésbé hatékonyak, mint az iteraciot haszndldk. (Az érem masik oldala,
hogy rekurziéval gyakran egyszeriibb, kdnnyebben olvashaté lefrdst kapunk.) Az
ssszefésiiléses rendezést is érdemesebb iterativ formaban megirni. Ekkor az elsé
1épésben az A-ban szomszédos pdrokat rendezziik. Utdna a szomszédos pérok-
bél rendezett négyeseket alakitunk ki Osszefésiiléssel, majd ezekbdl nyolcasokat,
stb. Erre a megoldasra is érvényesek a rekurziv vdltozat koltségérdl mondottak:
[logy n] Osszefésild fazisban legfeljebb nflog, n} Osszehasonlitdst végziink.

Az Osszefésiiléses rendezés koltsége — mindkét koltségtényezst figyelembe
véve — O(nlogn). Ugyanakkor az alsé becslésiink szerint cnlogn 6sszehason-
litas sziikséges is. E két tényt dsszerakva megiliapithatjuk, hogy az Gsszefésiiléses
rendezés konstans szorzo erejéig optimdlis modszer.

2.2.5. A kupac adatszerkezet és a kupacos rendezés

O brightening glance,
How can we know the dancer from the dance?
WILLIAM BUTLER YEATS

A kovetkezd rendezési modszerhez el6szor egy adatszerkezettel fogunk megis-
merkedni. Adatszerkezeten bizonyos adat-fajtdk — tipusok — és veliik kapcsolatos
funkcidk, miiveletek egyiittesét értjiik. Bizonyosan mindenki szdmdéra ismerds a
lista adatszerkezet. Egyetlen tipusbdl dll, amit elemnek neveziink. A miiveletek
elemek véges halmazainak a kezelésére szolgdlnak. Ilyenek példdul az elsd, meg-
eldzd, kovetkezd elemeket megadé eljardsok.

A kupac adatszerkezettel egy (U, <) rendezett halmaz (a kulcsok univerzuma)
egy S véges részhalmazat szeretnénk tarolni. Két miivelet tartozik a szerkezethez.
Az egyik a besziirds: U egy elemének hozzivétele S-hez. A mdsik az S halm}az
< szerinti minimdlis elemének a torlése. Legyen ezen miveletek neve BESZUR
és MINTOR. A kupac adatszerkezet tehdt egy (U, <) rendezett tipus e két miive-
lettel. Mire j6 egy ilyen eljdrdspdr? A szdmos fontos alkalmazds kozil itt harmat
emlitiink.

1. Bizonyos (komolyabb) opericids rendszerekben a beérkezé munkakhoz (jobok-
hoz) prioritdsok rendelheték. A rendszer mindig a legkisebb prioritasi értékii mun-
kat inditja el el8szor. A még el nem kezdett munkdkat egy kupacban tdrolhatjuk.
Az opericiés rendszerhez érkezd munkadkat BESZUR miiveletekkel tessziik a ku-
pacba. A kovetkezd inditandé munkdt egy MINTOR adja; ezzel a munka egyben
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ki is kertil a kupacbdl. Ebbdl az alkalmazdsbdl ered a kupac régebbi terminoldgia
szerinti neve: prioritdsi sor (priority queue).

2. Tobb rendezett adatallomdny osszefésiilése esetén célszeri lehet az egyes be-
mend 4llomdnyok legkisebb még feldolgozatlan elemeit egy kupacban tartani. A
kovetkezd kifrandd elemet egy MINTOR adja.

3. Egy gyors és blibdjos rendez§ eljdrds, a kupacos rendezés, amit itt bemutatunk.

A kupac adatszerkezet egy hatékony implementicigja: a bindris kupac
Emlékeztetlink a bindris fa fogalmédra. Ez egy olyan fa, amelynek csticsai szin-
teken helyezkednek el. A legfelsé szinten egyetlen csiics van, ezt gyokérnek ne-
vezzitk. Egy tetszbleges @ csticsbdl legfeljebb két él indul ki. Az élekhez irany
tartozik (bal, jobb). Ezek eggyel alacsonyabb szinten lev§ csiicsokhoz vezetnek.
A balra mend él végpontja az x bal fia, a jobbra mend €l végpontja az x jobb fia.
Egy a gyokéntsl kiilonbozd csticsba pontosan egy €l megy. Ennek megfelelen a
gyokértdl kiilonbozs csicsoknak egyértelmiien meghatdrozott apjuk van. Azokat
a cstcsokat, amelyeknek nincs fiuk, leveleknek nevezziik. A nem-levél csiicsokat
szokds belsd csiicsoknak is nevezni.

Bizonyos szép, telt bindris fik jél dbrdzolhatdk tombben, pontosabban egy
tomb tekinthetS bindris fanak a kovetkezdk szerint: a fa csicsai az A[l : n} tomb
elemei. Az A[i] cstics bal fia A[2:], a jobb fia pedig A[2¢ + 1]. Ebbé! ad6édéan ha
J > 1, akkor az A[j] cstics apja A[|j/2]] lesz.

Az ilyen alakban dbrdzolhatd bindris fékat reljesnek nevezzik. A teljes fak
levelei legfeljebb 2 szinten, a legalson és esetleg a felette levdn helyezkednek el,
és legfeljebb egy kivétellel minden belsd cstcsuknak 2 fia van.

A kupac elemeit egy teljes bindris fiban taroljuk. A fa csticsaiban vannak a té-
rolni kivdnt S halmaz elemei Egy csicsban egy elem van; megeshet viszont, hogy
egy s € S elem tobb csiicsban is el6fordul. A féra teljesil a kupac-tulajdonsdg:
egy tetszdleges csucs eleme nem lehet nagyobb a fiaiban levs elemeknél. A kovet-
kez8 példdban az elemek természetes szdmok (a szokdsos rendezéssel). A tarolt §
halmaz — a tobbszords elem jelenlétét is feltiintetve — {2, 4, 5,6,6,8,9}.

)
fl (6)

® OO

Ha a kupacnak (multiplicitdsokkal szdmolva) n eleme van, akkor a keretiil
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szolgdld teljes bindris fa egy n elemd tombben tirolhatd. Az eldz8 példdnak meg-
feleld A[1 : 7] tomb igy fest:

[2]4f6]8[5]9]6]

Nézziik meg ezutdn, hogy miként épitheté kupac n elembdl. El8szér az eleme-
ket beletessziik az A[1 : n] tombbe, amit most teljes bindris fanak is tekintiink. A
sorrend egyeldre tetszSleges; mondjuk abban a sorrendben, ahogy olvassuk &ket.
Ezutdn gondoskodni kell a kupac-tulajdonsagrol.

Az eljdrds lefrasdhoz hasznosak lesznek a kovetkezs jeldlések: legyen f egy
részfa gyokere, jelolje a az itt tdrolt elemet, az f fiai legyenek fy, fo, az elemek itt
ay, illetve as.

Tegyiik fel, hogy a kupaccd alakitds tjan mdr tartunk valahol: az fy és fo
gyokerd részfik mdr kupacok. Szeretnénk innen elérni, hogy az f gyokerd részfdra
is teljestiljon a kupac-tulajdonsdg. Ezt hivatott biztositani a felszivdrog eljaras.

felszivdrog(f)
{ Hamin{a, as} < a, akkor min{ay, ag} és a helyet cserél.
Ha az a elem a;-vel cserélt helyet, akkor felszivdarog(fi). }

A feltételek szerint a részfaban a kupac-tulajdonsdg csak az f csicsndl sé-
riilhet. Ha ez a helyzet, akkor az elemcsere utdn a gyokérrel és a mdsik részfd-
val mdr nem lehet baj. Elég az f; gyokerd részfat kupaccd tenni. Erre hivatott a
Jelszivdrog( f;) hivds, aminek szintén teljesiilnek a feltételei. Valdjaban az torté-
nik, hogy az a elem addig megy lefelé a fiban, amig sérti a kupac-tulajdonsdgot.
Tehat ha eldbb nem, egy levélben bizonyosan nyugvépontra jut. Egy lefelé 1épés
koltsége 2 Gsszehasonlitds és egy csere. Ha a részfinak [ szintje van, akkor ez
legfeljebb [ — 1 csere és 2(1 — 1) &sszehasonlitds.

Legyen most f egy teljes bindris fa (gydkere), a fa csicsaiban S elemeivel. A
kovetkezG eljards az egész fit kupaccd teszi.

kupacépités(f)
{ Az f fa v csicsaira lentré) felfelé, jobbrél balra felszivdrog(v). }

Vegyiik észre, hogy a felszivdrog hivasaindl teljesiilnek a hivdsi felttelek; amikor
a felszivdrog(v) hivds sorra keriil, akkor v fiait mdr rendbetettiik. A hivési sorrend
az A[l : n] tdmbon nézve azt jelenti, hogy A[n] felSl haladunk A[1] felé.

A kupacépités eljards koltsége: tegyiik fel, hogy a fanak n eleme és [ szintje van.
(A gyokér az els szint.) Ekkor nyilvan n < 2! —1.Afa teljessége miatt azt is
tudjuk, hogy 21 < n, amibsl [ < logyn + 1.
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Az i-edik szinten levd csicsok szdma nem tbb, mint 271, Az 4. szinten levd
v csUcsra felszivdrog(v) koltsége legfeljebb [ — i csere és legfeljebb 2(1 — 1) Gssze-
hasonlitds. A cserék szdma ezért Osszesen legfeljebb }:i:l(l —i)25L Aj=1—1
(azaz ¢ = [ — 7) helyettesités utan a cserék szama fgy becsiilhets:

-1 -1
D gt =gt Zj/Zj <2t < on.

Csak az utolsé eltti egyenlStlenség érdemel némi indoklést. A j/27 alakd
tagok tabldzatba foglalhatdk, ahol egy tagnak egy sor felel meg:

1/2
1/4 1/4
1/8 1/8 1/8
11 1 1
al-1 ql-1 ol-1 9l—1
A tdbldzat oszlopainak Gsszegei kisebbek mint 1, 1/2,...,1/2!71, ezek

osszege pedig kisebb mint,2. A sziikséges cserék szdma tehdt legfeljebb 2n. Az

~Osszehasonlitdsok szdma az el6bbi Osszeg kétszeresével becsiilhetd; igy nem le-
het t5bb, mint 4n. Osszegezésiil elmondhatjuk, hogy a kupacépités eljaras linedris
koltséggel megvaldsithato.

Nézziik ezutan a kupacra jellemz6 alapmiiveleteket:

A MINTOR megvaldsitdsa: a torlendd elem a kupac-tulajdonsdg miatt a fa f gyo-
kerében van. Ezt kivessziik innen, majd f-be tessziik a fa utolsé szintjén a jobb
sz&1s8 csticsban levd elemet; az utébbi csicsot tordljiik, majd felszivdrog (f) ko-
vetkezik. Az osszkoltség O(l) = O(logn). Az A[l : n] tdmbon szemlélve mind-
ezt: a hivas az A[l] elemet adja vissza, A[n] keriil A[1]-be, erre meghivjuk a fel-
szivdrog eljarast, majd a tomb méretét csokkentjiik. Az Gj kupac A[1 : n — 1]-ben
lesz.

BESZUR(s) megvaldsitdsa: dj levelet adunk a fihoz (iigyelve a teljességre). Ebbe
a levélbe tessziik az s elemet. Ezutdn s-et mozgatjuk felfelé, amig az &t tartalmazd
cstics apjaban levé s’ elemre igaz, hogy s < s’. Az 6sszkéltség O(l) = O(logn).
Mit jelent ez t6mbds dbrdzoldsban? Az A[l : n] tdmbhoz dj elemet vesziink. Az
A[n + 1]-be tessziik az s elemet, ami innen kezdi meg felfelé vandorlasat.

A kupac adatszerkezet itt lefrt implementécidjat, a bindris kupacot szokds egy-
szerden csak kupacnak nevezni. Az irodalomban gyakran elGfordul, hogy a ter-
minolégia nem tesz kiilonbséget a szerkezet és annak valamelyik megvaldsitdsa
kozott.
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Bizonyos alkalmazisokban hasznos a FOGYASZT eljards. Ennek céljaegy a
kupacban lev6 elem , kulcsdnak csokkentése”: pontosabban fogalmazva kisebbel
val6 helyettesitése. Két bemend paramétere van: az egyik a szerkezet egy s eleme,
a masik az U egy s-nél kisebb s’ eleme. Az s-r6l feltessziik, hogy ismerjik a
kupacbeli helyét, tehdt nem kell megkeresni. FOGYASZT(s, s') az s helyére az
s' < s elemet teszi, majd helyredllitja a kupac-tulajdonsagot. Utébbi a beszirdsnal
ldtott médon az s’ felfelé valé mozgatdsdval érhetS el. A miivelet koltsége ezért

O(l) = O(log ).

A kupacos rendezés

A kupacos rendezés médszerét J. W. J. Williams és R. W. Floyd javasoltdk 1964-
ben. Bemenete a rendezendd sorozatot tartalmazé A[l : n] tomb. Elészor kupa-
cot €pitiink, utdna n darab MINTOR adja nem csékkend sorrendben az elemeket.
Az Gsszkoltség az el6zbek alapjan O(n) + O(nlogn) = O(nlogn). A kupa-
cos rendezés elméletileg a leggyorsabb ismert rendez8 médszer. Ez tgy értendd,
hogy az Osszesitett koltségére ismert felsG becslések a legjobbak a rendez0 elja-
rasok korlatai koziil. Gondos, pontos implement4ci és becslés mellett a korldtok
2n|logy n] 4 3n (Ssszehasonlitdsok szdma) és n|logyn| + 2, 5n (cserék szdma).

A kupac egy éltalanosabb implementicidja: d-kupacok

A kupac adatszerkezet egy olyan implementacidjat ismertiik meg, amelyben az
elemeket tartalmazo alapstruktira egy tombben 4dbrazolt bindris fa. Pontosab-
ban szélva az A[1 : n] témb elemeit egy bindris fa cstcsainak tekintettik.
Ez a szemlélet kénnyen dltaldnosithaté. Legyen d > 1 egy egész. Az A tom-
bdn egy olyan gyckeres fa-struktdrdt definidlunk, amelyben egy csticsnak legfel-
jebb d fia van. A fa gyokere legyen itt is A[1]. Az A[i] csiics fiai legyenek az
Ald(i — 1) + 2], Ald(i — 1) + 3],... A[di + 1] elemek, illetve ezek koziil az?k,
amelyek indexe nem nagyobb, mint n. Ennek megfelelden i > 1-re az Ali] CSECS
apjdnak indexe [(i — 1)/d]. Nevezziik az igy nyert fat teljes d-fiinak. Egyszeruen
meggydzdhetiink rola, hogy a d = 2 esetben éppen a teljes bindris fakat kaPJ.‘ﬂf'
Egy teljes d-fa levelei legfeljebb 2 szinten helyezkednek el, és legfeljebb egy kive-
tellel minden nem-levél csiicsdnak éppen d fia van. Ennek folyomdnyaként ha 2 fa
I'szintbd] 4ll, akkor az els6 I — 1 szinten 1+ d + d2 +oddt = (d-1)/(d- 1
cstics van. Innen d'/(d — 1) < n, és d alapd logaritmusra térve [ < loggn + 1.

A kupac adatszerkezet d-kupac elnevezési implementacidjaban az S el@m/elt
gy teljes d-fa csicsaiban helyezziik el gy, hogy teljesiiljon a kupac-tulajdonsag:
€gy csics eleme nem lehet nagyobb a fiaiban levs elemeknél. A Kordbbi imp-
lementdciéra — amit immdr 2-kupacnak is hivhatunk — megismert algoritmusok
kézenfekvéen altalanosithaték d-kupacokra.
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Feladat: Mutassuk meg, hogy egy n elem{ d-kupac esetén az alapeljardsok meg-
valosithaték az alabbi tablazatban foglalt koltségkorldton beliil. Az f egy olyan
csucsot jelol, amelynek a részfdja k szintbdl dll:

| Eljaras | Miiveletigény |
Selszivdarog(f) | O(dk)
kupacépités | O(n)
MINTOR O(dlog,n)
BESZUR Ofloggn)
FOGYASZT | O(loggn)

(A mddszerek a d = 2 esetre ldtottak kézenfekv$ dltalanositasai. A kupacépi-
1és elemzéschez hasznos, hogy a fa i-edik szintjén legfeljebb d*~1 csiics van, és
iz t/d S Ym0 i/2 < 2)

2.2.6. Gyorsrendezés

A médszert C. A. R. Hoare taldlta 1960-ban. Az alapdtlet ismét egy szép példa az
oszd meg és uralkodj elv alkalmazdsira. A rendezendd A[l : n] témb egy véletlen
s elemét vessziik. Ezutdn a tomb elejébe mozgatjuk az s-nél kisebb elemeket, a
vé€gébe az s-nél nagyobbakat. A kettd kozott helyezkednek el az s eléforduldsai.
Nevezziik PARTICIOnak az eljdrdst, ami ezt megvalGsitja. A PARTICIO(s) tehat
felbontja harom részre az A tombot. Az A[l : k] résztomb elemei s-nél kisebbek,
Alk + 1 : I] minden eleme s, végil A[l + 1 : n] elemei s-nél nagyobbak. A
PARTICIO(s) hivds utni helyzet igy szemléltethetd:

E-nél kisebb elemek l s l l s [ s-nél nagyobb elemek

Vildgos, hogy eztdn mdr elegendS az elsd €s utolsd résztombot rendezni. A
GYORSREND eljaras vaziata kovetkezik.

GYORSREND(A[1 : n})

1. Valasszunk egy véletlen s elemet az A tombbdl.

2. PARTICIO(s); az eredmény legyen az A[1 : k), A[k +1 : 1], Al +1 : n]
felbontis.

3. GYORSREND(A[1 : k]); GYORSREND(A[l + 1 : n]).

A GYORSREND-algoritmus lelke a particional$ eljards. Erdemes ezért jobban
szemiigyre venni. Tegyiik fel, hogy az A[l : n] tombbel és az s elemmel dolgo-
zunk. Az 1 és j viltozdk értéke kezdetben 1, illetve n. El8szor i-t ndveljiik, amig
Afi] < s teljesiil. Utdna j-t csdkkentjik, amig A[j] > s.
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T — — 7
@ebb elemek | | s-nél nem kisebb elemekj

Ha mindkettd megall (nem lehet tovdbblépni), €s ¢ < j, akkor kicseréljiik A[i]
és A[j] tartalmdt. Ezutdn ¢ := ¢ + 1 és j := j — 1. Ha a két mutat6 6sszeér (mdr
nem teljesiil ¢ < j), akkor s el6forduldsait a felsG rész elejére mozgatjuk. Innen
vilagos, hogy PARTICIO(s) ksltsége O(n).

A GYORSREND eljérds futdsi ideje nagymértékben fiigg attdl, hogy a parti-
ciondlé elem mekkora méretd részekre (mennyire egyenletesen) vigja szét a tom-
bot. (Gondoljuk meg, mi torténik, ha mindig a rendezés szerinti legkisebb elemet
haszndljuk.) Itt van szerepe a véletlen vélasztasnak. Ekkor nagy az esélye, hogy s
eléggé egyenletes vdgdst biztosit.

A gyorsrendezés vdarhatd kilisége

Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy a rendezendé A[l : n] témb elemei az
1,2,...,n szamok. Jelolje C(n) az A rendezéséhez felhasznalt osszehasonlitd-
sok vérhatd szdmat. Ez a mennyiség ugyanaz lesz mind az n! lehetséges beme-
neti sorrendre, hiszen az §sszehasonlitdsok szdma csupdn a particiondld elemek
vélasztdsatdl fiigg. Nyilvan igaz, hogy C(0) = C(1) = 0. Legyen C(n,j) az
osszehasonlitdsokban mért varhat6 koltség abban az esetben, amikor a legel&szor
vélasztott particiondl6 elem éppen j. A moddszer szerkezetébdl latjuk, hogy

Cln,j) =n—-1+C(j —1) +C(n - ).

Az elsé tag a particiondlds dsszehasonlitdsaibdl adédik, a kovetkezd kettS pedig az
also, illetve a felsG rész rendezéséhez hasznélt Osszehasonlitdsok virhaté szdma.
A particional6 elemek (egyenletes eloszlds szerinti) véletlen vilasztdsa azt jelenti,
hogy mindegyik j ugyanakkora eséllyel lesz az els particion4ld elem. Ervényes
tehdt a kovetkezd:

C(n) = % (C(n,1) 4 C{n,2) 4 -+ + Cln,n— 1) + C(n,n)) -
Innen az el6z6 egyenleteket haszndlva kikiiszobélhetjiik a C(n, j) mennyiségeket:
(+) C(n):n—1+%(C(l)+C’(2)+'--+C(n—l)),
amibél n-nel valé szorzds utdn

nC(n) =n(n-1)+2(C1H)+C2)+---+C(n—-1)).

A kapott kifejezés hétuliitéje, hogy til sok C(4) alaki tag szerepel benne. Ezen
segithetiink, ha n helyett n — 1-re is felirjuk a formuldt, majd ezt kivonjuk (+)-bol:

nC(n) — (n —1)C(n — 1) =2(n — 1) + 2C(n — 1).
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Innen dtrendezés és n(n + 1)-gyel valé osztds utdn a kvetkez§ egyenléséget nyer-
jlik: ’
C(n) 2(n-1) C(n-1)
n+1 n(n-+1) n
ami elég egyszerd szerkezetd rekurziét ad a C(n)/(n + 1) mennyiségekre. Mivel
csak fels§ korlatot akarunk, tovdbbi egyszerfisitést érhetiink el a jobboldal elsg
tagjanak kis novelésével. A szamlaléban n — 1 helyett n + 1-et frva

C(n) <g+0(n~1)'

n+1 n n

K

Ezt ismételten onmagaba helyettesitve végiil azt nyerjiik, hogy

) o2, 2 2 2 2
n+l n n-1 372 T

A jobboldal a nevezetes H, = 1+ 1/2 + 1/3 + -« -+ 1/n harmonikus szdm

kétszerese. A Hy, szdmok nagysdgrendjér6l ismert, hogy H, = Inn + v + o(1),
ahol v = 0.55721 ... az Euler-dlland6. Mindezeket 6sszeolvasva azt kapjuk, hogy

C(n) < 2nlnn+ O(n) ~ 1,39nlogyn + O(n).

Itt hasznéltuk, hogy Inn = (In2)log, n ésIn2 =~ 0, 69.

A médszer tehat varhatéan csak mintegy 39 szdzalékkal haszndl t6bb &sszeha-
sonlitdst anndl, amit az alsd korlat megkdvetel. Valdjdban a gyorsrendezés a vir-
hat6 futasi id6t tekintve az egyik leggyorsabb ismert médszer annak ellenére, hogy
a legrosszabb esetben akdr cn? is lehet a koltsége. Gyakorlati viselkedése alapjan
a legjobbnak tartotr sszehasonlitds alapi médszer memoridban levd dllomanyok
(lista, tomb) rendezésére.

2.2.7. A k-adik elem kivalasztasa

Tegyiik fel, hogy adott az (U, <) rendezett tipusbdl valé elemek egy u1, u2, ..., un
sorozata, és egy k egész, (1 < k < n). A feladat az, hogy hatdrozzuk meg a
sorozatnak a < rendezés szerinti k-adik legnagyobb elemét.

A k = n eset a maximilis elem(ek egyikének) kivalasztasat jelenti. Mar a
buborék-rendezés kapcsan lattuk, hogy ez megtehet§ n — 1 &sszehasonlitdssal. En-
nél kevesebb dltaldban nem elég. Ahhoz ugyanis, hogy a maximdlistdl kiilonboz6
u elemrdl tényleg biztosan tudjuk, hogy nem maximalis, sziikkség van egy olyan
Osszehasonlitasra, amelynél u kisebbnek bizonyul. A maximumté! kiilonbozé n—1
elem mindegyike legaldbb egyszer alulmaradt. Mivel egy ilyen mérk6zésnek leg-
feljebb egy vesztese van, a mérk&zések szama legalabb n — 1. Hasonlé mondhaté
a k = 1 esetrdl, a minim4lis elem kivdlasztdsdrol.
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A masodik legnagyobb elemet n + [log, n] — 2 sszehasonlitassal azonosit-
hatjuk. Egy lehetséges médszer a sportbél j6l ismert kieséses verseny. Allitsuk az
clemeket parokba, hasonlitsuk Ossze a pdrok tagjait, majd a gySztesekkel jarjunk
el ugyanigy. Végiil [log, n] forduléban 8sszesen n — 1 mérkSzést jdtszva kideriil,
hogy ki a gyoztes. A misodik helyezett nyilvin azok kozdtt van, akik csak a bajnok
ellen vesztettek. Ilyen jeloltekbdl legfeljebb [logy ] lehet; [logy n] — 1 mérks-
zéssel eldonthetd, hogy kéziiliik ki a legjobb. Az is igaz, hogy n + [log, n] — 3
ssszehasonlitds nem mindig elég. Ezt nem részletezziik.

Altaldban elmondhatjuk, hogy O(n log n) 6sszehasonlitdssal tetszéleges k-ra
célt ériink. Ekkora koltséggel rendezhetd az u; sorozat, ami utdn a k-adik elem
konnyen meglelhetd.

Ha k < n/logn, akkor linedris szdmy, azaz O(n) Osszehasonlitds elég: épit-
siink kupacot az w; elemekbdl, majd hajtsunk végre k egymds utini MINTOR-t.
A koltség O(n) + kO(logn) = O(n) + O({(n/logn)logn) = O(n). Ugyanez
érvényes, ha k > n — n/logn.

A kivalasztds feladata dltaliban is megoldhaté linedris koltséggel. Az ilyen
mdédszerek azonban meglehetSsen bonyolultak €s csak nagy n értékekre tudnak
versenyezni az egyszer(ibbekkel, mint amilyen a teljes rendezésre épité eljaras.
Mindezek ellenére érdemes megismerkedni e médszerek boszorkdnyos redukcids
otletével,

Tegyiik fel tehdt, hogy a k-adik elemet akarjuk kivilasztani. Jelolje T'(n) az
ismertetésre keril6 médszer 6sszehasonlitdsainak maximdlis szdmat n elem €s tet-
szbleges k mellett. Az egyszerliség kedvéért feltessziik még, hogy az u; elemek
mind kiilonbdz8k. Olyan elemet igyeksziink taldlni — nevezzik ezt polgdrnak —,
ami mindkét szélsSségtdl tdvol van abban az értelemben, hogy legaldbb n/4 elem
kisebb ndla, és legalibb n/4 elem nagyobb ndla. Ha van egy ilyen elemiink, akkor
n — 1 6sszehasonlitdssal megkaphatjuk a ndla kisebb elemek S; és a ndla nagyobb
elemek Sy halmazit. Ha k < | S|, akkor ezutdn elég Sy k-adik elemét megtaldlni,
ha pedig k > |.S1| + 1, akkor So-nek a k — |S;| — 1-edik eleme lesz az \j célpont.
Mindkét esetben kevesebb, mint 3n/4 elem koziil kell vdlasztani. Egy polgdr se-
gitségével tehit dramai médon csokkenthetd a feladat mérete. A gondolatmenetbd]
aT(n) fiiggvényre az aldbbi egyenltlenség kovetkezik:

T(n) <n—1+ apolgdr koltsége + T(3n/4).

Vildgos innen, hogy akkor kapunk erds korldtot T'(n)-re, ha gyorsan tudunk pol-
gart talalni. Ezt pedig a kovetkezdképpen tessziik:

L. Az n elemet 6tos csoportokba soroljuk, ethagyva a végén keletkezd 0-4-elemi
csoportocskdt. Osszesen [n/5] ilyen csoportunk lesz.



46 2. RENDEZES

2. Minden 6t6s csoportnak meghatdrozzuk a rendezés szerinti kozépsé elemét; ez
csoportonként legfeljebb 6 6sszehasonlitds, Ssszesen nem tobb, mint 6|n/5].

3. Az el6bb meghatarozott |n /5] elem koziil kivalasztjuk a kozépsdt. Legyen ez a
polgar. Ez az [”*5 |-edik elemet jelenti. A valasztdst az éppen targyalt kivalaszté
algoritmussal végezziik. Ha gy tetszik, itt egy rekurziv hivds tortént.

A polgdr nem kisebb az n elem koziil 3["+5j -nél. Ugyanis nem kisebb, mint
L"*s | kozéps6 elem, amelyek nagyobbak a csoportjukban még tovabbi két-két
elemnél. Egyszerti szamolds mutatja, hogy ha n > 25, akkor 3[”+5J > n/4.
Eszerint a vdlasztott elemiink nagyobb legaldbb n /4 elemnél. Hasonl6 érveléssel
kapjuk, hogy ha n > 25, akkor a polgar kisebb legaldbb n/4 elemnél. Tényleg
raszolgdl tehdt a polgdr névre. Han < 24, akkor a k-adik elemet kozvetleniil (pol-
gdr vdlasztasa nélkiil) megkaphatjuk. Ez — dsszeféstiléses rendezéssel — legfeljebb
n[log, n] < 5n osszehasonlitds.

Mibe keriil a polgdrvélasztds? A mdsodik lépés koltsége legfeljebb 6n/5
gsszehasonlitds, a harmadiké legfeljebb T'(n/5). A T'(n)-re nyert egyenlStlenség
ezekkel az adatokkal gy alakul:

) [
5n ' han <24

Innen egyszeri indukciéval kdvetkezik, hogy T'(n) < 44n. Ez nyilvan igaz,
ha n < 24. Nagyobb n-ekre az indukcids feltevést hasznalva

T(n) <11n/5+T(n/5) +T(3n/4) <1ln/5+44n/5+44-3n/d =
= 44n/20 + 4 - 44n/20 + 15 - 44n/20 = 20 - 44n /20 = 44n.

Pontosabb és egyszersmind bonyolultabb becsléssel a korldt 7n-re levihetd.
Ezt nem részletezzik.

2.3. Kulcsmanipulacios rendezések

Az eddig targyalt médszerek igen keveset tételeztek fel az (U, <) rendezett tipus-
rél (univerzumrél), amihez a rendezendd elemek tartoznak. Kizdrdlag s < s’ alakd
tsszehasonlitdsok eredményei alapjan oldottdk meg a feladatot. Gyakran a < rela-
cién kiviil sok mast is tudunk U-rél. Ismerhetjiik példaul az elemei szamat, vagy
az elemek (kulcsok) belsd szerkezetét. Ilyen ismeretekre épitve az eddigieknél ha-
tékonyabb rendezési médszereket adhatunk.
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2.3.1. Ladarendezés (binsort)

Arrdl az eljdrasrol lesz itt sz6, amit feltehetSleg Jim hasznélt a Kincses Szige-
ten, amikor a sokféle érmét szortirozta. A médszer akkor hasznos, ha a lehetséges
elemek U tartomdnya n-hez, a rendezendd elemek szamahoz képest nem il nagy.
Tegyiik fel, hogy az A[1 : n] tdmbot szeretnénk rendezni, és tudjuk, hogy A elemei
az m elemd U univerzumbdl keriilnek ki. Ekkor lefoglalhatunk egy U elemeivel
indexelt B tombot (U egy rendezett tipus!). Ennek elemei - a laddk - U-beli ele-
mek listdi lesznek. Kezdetben minden lista (lida) tires. Az eljdrds elsé fazisaban
végigolvassuk az A tombot, és az s = A[i] elemet a Bls] lista végére fiizziik. A
mdsodik fazisban az elejétdl a végéig novs sorrendben végigmegyiink B-n, és a
Bli] listdk tartalmdt visszafrjuk A-ba.

Az eljards koltsége O(n + m) elemi [épés. Létrehozzuk az iires listakbo! allé
B t6mbot. Erre O(m) koltséget szamithatunk. Az els§ fazis, A végigolvasdsa és az
elemeinek listakba illesztése O(n) elemi 1épést jelent. Végiil a masodik fazisban a
listak olvasdsa és az elemek visszatevése A-ba tovibbi O(m + n) elemi 1épéssel
megtehetd.

Eszerint, ha az U kulcstartomdny n-hez képest linedris méretd (mdsként
mondva: m < cn teljesiil egy ¢ dllanddval), akkor lidarendezéssel O(n) koltség-
gel, azaz linedris idSben tudunk rendezni. Ez kedvez8bb, mint amit dsszehasonlitis
alapd médszerekkel elérhetiink. Javasoljuk az olvasénak: gondolja meg, miért nem
érvényes itt az dsszehasonlité médszerekre adott alsé becslés.

Példa: Tegyiik fel, hogy a rendezendd A[1 : 7] tomb elemei 0 &s 9 koz6tti egészek:

A [ST3TT316]98)

Ekkor egy tizelemii B[0 : 9] tdmbét lesz célszeri haszndlni. Az elsd fazis utdn
B igy képzelhets el:

B [T 3] 551667 [ 9]

A B0}, B[2), B[4], B[7), B[8] listak tiresek, hiszen A-ban nem fordulnak el6 a
0,2,4,7, 8 értékek. A B[5] és B[6] listdk pedig kételemtiek. mert az 5 és a 6
kétszer szerepelnek A-ban. Ebben az esetben valamivel egyszertibben is eljdrhat-
tunk volna. A B elemei lista helyett lehettek volna egész tipusiak. A B[j]-t ekkor
szdmlalsként hasznaljuk: B[j] a j kulcs A-beli eléforduldsainak a szdma. Az elsé
fazis utdni helyzet igy nézne ki:
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B:[0]1[0[1]0]2[20T0]1]

A rendezése pusztdn e szdmok ismeretében is elvégezhet. Listdkra akkor van
sziikséglink, ha a rendezés alapjdt jelentd kulcsok mellett még mds informéciok is
vannak az A[7] elemekben; példaul a kulcs csak egy mez& valamely rekord tipusi
elemben. Rendezéskor a tobbi mez6t is mozgatni kell.

Feladat: A lddarendezés érdekes specidlis esete, amikor m = n, mds széval a
rendezendd elemek és a lehetséges kulcsok szdma egyenld. Mutassuk meg, hogy a
rendezés megoldhaté O(n) koltséggel helyben is, vagyis az A tomb mellett még
legfeljebb dllandé szdmi tovabbi tarcella felhasznélasaval.

2.3.2. Radix rendezés

Tegyiik fel, hogy a rendezendd kulcsok Gsszetettek, tobb komponensbdl dllnak,
és a < relacié a komponensek rendezésébdt szarmazé lexikografikus rendezés.
Legyenek mondjuk az U elemei k hossziisdgu ¢; ...t alakd szavak, ahol a t;
komponens az L; rendezett tipusbdl vald. Tegyiik fel még, hqgy az L; tipusnak
Osszesen s; eleme van. Legyen t1 ...t és ug ... ug két kules U-b6l. A lexikogra-
fikus (szétdrszer(i) rendezés definicidja szerint ¢; ..., > u; ... ux éppen akkor
teljestil, ha t; > w; a legkisebb ¢ indexre, amelyre t; # u;.

Példa: Legyen (U, <) a huszadik szdzadi ddtumok 6sszessége az idérendnek meg-
feleld rendezéssel. U természetes mddon tekinthetd hdarom komponensbdl 4ll6
Osszetett tipusnak. Az elsS az évszdmokbol dllé tipus:

Ly ={1900,1901,...,1999}, s, = 100.
A mésodik a hénapokat magaba foglalé tipus:
Lo = {janudr, februdr,. . ., december}, sy =12.
A harmadik sszetevst a hénapok napjai adjak:
Ly ={1,2,...,31}, s3=3L

A ddtumok rendezése éppen az L; tipusokbdl szarmazé lexikografikus rendezés
lesz.

A radix rendezés ilyen értelemben Osszetett kulcsok sorozatainak a rendezé-
sére szolgdl. A receptje lefegyverzGen egyszeri: elGszor rendezziik a sorozatot az
utolsé, a k-adik komponensek szerint ladarendezéssel. Utdna az eredményiil ka-
pott sorozatot lidarendezziik a k — 1-edik komponens szerint, €s igy tovdbb, végiil
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az els6 komponens szerint. Arra kell tigyelni, hogy az elemeket mindig a laddjukat
jelent6 lista végére rakjuk. Mds sz6val, ha a j-edik lddarendezés el6tt az X kulcs
elébb van a sorozatban, mint az Y kulcs, és a kulcsok k¥ — j 4 1-edik komponensei
egyenldk, akkor X megel6zi Y-t a j-edik menet utdn is.

Az eljirds helyességét elég a k = 2 esetben vizsgilni; az érvelés konnyen
altalanosithaté. Legyen X = xi22 €8 Y = yyyo két kulcs, és tegyiik fel, hogy
X < Y. Azt kell igazolni, hogy a végs6 sorozatban X el6bb dll, mint Y. Ezt az
utolso, a masodik rendezés biztositja, haz; < y1. Hazy = y, akkor X < Y miatt
sziikségképpen x2 < yo. Ekkor az els6 menet utdn X megeldzi Y-t. A kiegészits
szabdlyunk szerint ezen a viszonyon a mdsodik menet sem valtoztat; X a végss
sorrendben is Y el6tt lesz.

Példa: Nézziik a mddszer mikodését a kovetkezd — ddtum tipusti - A[1 : 5] tdmbre
mint bemenetre:

[1969. jan. 18. [ 1969. jan. 1. | 1955. dec. 18. | 1955, jan. 18. | 1918. dec. I8. |

Itt £ = 3. Az elsd fazisban a napok, utdna a hénapok, végil az évek szerint
rendeziink. Az egyes menetek utdni helyzeteket mutatja az aldbbi dbra.

| 1969. jan. 1. [ 1969. jan. 18. | 1955. dec. 18. | 1955. jan. 18. | 1918. dec. 18. |

[ 1969. jan. 1. | 1969. jan. 18. | 1955 jan. 18. [ 1955. dec. 18. | 1918. dec. I8. |

L 1918. dec. 8. [ 1955. jan. 18. | 1955. dec. 18. | 1969. jan. I. [ 1969. jan. 18. |

A radix rendezés koltsége a k ladarendezés koltségének az osszege. A ladaren-
dezésr8] mondottak szerint ez O(kn + Z;":l s;) elemi miiveletet jelent. Ez bizo-
nyos esetekben ismét jobbat adhat az 6sszehasonlité médszerek idejénél. Nézziink
néhany példat.

Példak:

1. Tegyiik fel, hogy k = allandé és s; < cn (c > 0 egy konstans). Ekkor a koltség
O(kn + Zle cn) = O(k(c + 1)n) = O(n). Ilyen helyzet példaunl, amikor az
(L,n* — 1] intervallumbol valé egészeket akarunk rendezni. Ezeket az egészeket
k-jegy'ﬁ szdmoknak vehetjiik az n alapi szdmrendszerben. Az gy felirt szdmok
sorozatainak rendezésére a radix-modszer linedris koltségli megolddst ad.

2.k = logn, s; = 2. Ez a feldllds, amikor log n hossziisdgu bitsorozatokat rende-
ziink. Ekkor a radix rendezés koltsége O(nlogn + 2logn) = O(nlogn).
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2.4. A Batcher-féle paros-paratlan osszefésiilés

Itt egy hatékony pdrhuzamos rendezd algoritmust ismertetiink. A mddszer az
Osszefésiiléses rendezés egy véltozata. Az abban szerepld 6sszefésiild eljarast cse-
réljiik ki egy gyors parhuzamos megoldassal.

Az 0Osszefésiild modszert a jelolés egyszerisitésére torekedve sorozatokkal
mondjuk el. Legyenek A = a3 < ... < qyés B = by < ... < by, az input
sorozatok. Célunk ezek oOsszefésiilése egyetlen novekvs C = ¢; < ... < ¢y
sorozatta.

A feladatot két egymastdl fiiggetleniil és parhuzamosan végezhetd részre bont-
juk. Az elsé brigdd Osszefésiili az a1 < az < ag < ... 8sby < by < bg < ...
sorozatokat az uy < ug < ug < ... sorozattd. A masodik brigdd Osszefésiili a két
megmaradd részt, az as < aq4 < ag < ... €s by < by < by < ... sorozatokat
av < vy < vy < ...sorozatha. Ezzel litszélag ngyanott vagyunk, ahonnan el-
indultunk. Van két novekvd sorozatunk, az {u;} €s a {v;}, amiket Ossze kellene
fésiilni. A kovetkezd dllitds azt mondja, hogy a ldtszat csal. Az utébbi két sorozat
parhuzamosan egyetlen lépéshen osszefésiilhets. A végeredményt jelentd sorozat
c; eleme egy Osszehasonlitdssal megkaphato.

Allitas: Ervényesek a coi_1 = min{u;, v;} és cy; = max{u;,v;} egyenldségek
(1<i<(l4+m)/2).

Bizonyitas: ElSszor azt Itjuk be, hogy tetszbleges 1 < k < (I + m)/2 egészre
aCy = cy,...,cy részsorozatban ugyanannyi u; van, mint v;. Ezt dgy is mond-
hatjuk, hogy {cy,...,coe} = {u1,...,ux} U {v1,...,v5}. A C sorozat a no-
vekv3 A és B sorozatok Osszefésiilése. Emiatt a C elsé 2k elemét az A soro-
zat elsd néhdny eleme és a B sorozat elsd néhany eleme adja. Legyen mondjuk
Cr = {a1,...,a5} U {by,... bop_s}. Ekkor a Cy-ba esd u; elemek kozil [s/2]
tartozik az A, és L%{ ¢ | tartozik a B sorozatba. Ugyanigy a v; elemek koziil [s/2]
tartozik az A, és [25-2] tartozik a B sorozatba. A Cg-ba keriild u; elemek szdma
[s/2] + [(2k — 5)/2], az ilyen v; elemeké pedig [s/2] + [(2k — s)/2]. A kettd
egyenlésége kovetkezik az egyszerii szamoldssal igazolhato

[s/2] + [(2k = 5)/2) = |5/2) + [(2k — 5)/2]

azonossagbol.

Nézziik ezutdn az dllitdst. Az észrevétel szerint {ci,...,cyu_1)} =
{wr, . uiciy U{or,.vima} és {ers oo e} = {ur, o U{or, o)
Ezeket Osszevetve {cg;_1,¢2} = {u;,vi}, amibdl az allitds cy;—1 < cp; miatt

nyilvénvalé. O
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A fentiekben vazolt péros-pdratlan felbontassal az Osszefésiilés feladatat
visszavezettiik két parhuzamosan végezhets feleakkora méretli feladatra és ezen
feliil pirhuzamosan alland6 idSben elvégezhetd tovabbi munkdra, a min{u;, v;}
¢s max{u;, v;} elemek meghatirozasdra. Ezzel egy rekurziv eljardst kérvonalaz-
tunk. A két brigdd ugyanigy osztja tovibb a problémat. Legyen az algoritmus neve
PM.

Tegyiik fel, hogy az A és B sorozatok 6sszhossza n, és van |n/ 2] processzo-
runk. Valdjaban dgynevezett C'E (compare-exchange) elemek is megteszik. Egy
CE elem két kulcsot Osszehasonlit, és ha kell, felcseréli 6ket. A PM eljdrds
osszehasonlitdsokban mért pirhuzamos koltségének maximumat adott n-re jelslje
Ty(n). A PM eljdrds szerkezetébd| rogvest adédik a Ty (n) < Tp([n/21)+1 egyen-
16tlenség. Az elsd tag a két félméretli részfeladat parhuzamos koltségét, a masodik
pedig az {u;} és {v;} sorozatok Osszefésiilését konyveli. Ebbdl az osszefésiilé-
ses rendezés elemzésénél alkalmazott visszahelyettesitGs érveléssel adédik, hogy
T,(n) < [logy .

A PM eljdrdst haszndlhatjuk az Gsszefésiiléses rendezésben. A definici6 igy
mddosul:

MSORT(A[1 : n]) := PM(MSORT(A[L : [n/2]]), MSORT(A[[n/2] + 1 : n])).

Jeldlje t,(n) a médszer parhuzamos koltségét n elemi bemenetre. A tomb
alsé, illetve fels6 felének a rendezése parhuzamosan végezhet$. Ezért t,(n) <
tp([n/2]) + [log, n]. A mdsodik tag a parhuzamos dsszefésiilés ideje. Ezt ismét

P

a visszahelyettesits mddszerrel fejthetjiik ki:

(Flogy ] + 1)([logy n])
2

tp(n) <142+ -+ ([logyn] — 1) + [logz ] =

A Batcher-rendez8 parhuzamos koltsége eszerint ¢,(n) = O(log? n).

2.5. Kiilsé tarak tartalmanak rendezése

Az eddig targyalt rendezs eljardasok kapcsdn hallgatolagosan feltettiik, hogy az
adataink a szdmitasok menete sordn végig egy nagy elérési sebességti belsd me-
mdridban vannak. A feltételezés ott bijt meg az eddigi elemzésekben, hogy nem
szenteltiink tdl nagy figyelmet az adatok mozgatdsihoz sziikséges idSnek. Bizo-
nyos esetekben csak az dsszehasonlitdsokat szamoltuk. Maskor figyeltik ugyan
a cserék és mas mozgatdsok idejét, de ezeket az Osszehasonlitdsokéval egyezd
nagysagrendd tényezoként kezeltiik. Ez a szemlélet jol mikodik a belsd memé-
rids szamitdsok esetén. Az igy nyert becslések megfelelnek a tényleges szamitasok
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id&viszonyainak. Kiilsé tdrakon (magneslemezek, dobok, szalagok) elhelyezkedd
adatok kezelésére viszont a feltételezés dltaldban nem alkalmazhaté.

Egy bels6 memoéridban lev sz6 elérése és olvasisa legfeljebb néhany mikro-
szekundumot jelent. A mdgneslemezek elérési ideje viszont az ezredmdsodperces
nagysagrendben van, diszketteknél pedig a mdsodpercet is meghaladhatja. A kiilsd
tarak elérési ideje tehdt tobb ezerszerese is lehet a belsSkének. KiilsS tarakon leve
adatok kezelésénél ezért komoly figyelmet kell forditanunk az adatelérés/mozgatas
koltségeire,

A Kiils§ tdrak madsik fontos vondsa, hogy egy irds/olvasds sordn nem csak egy
szOt mozgatunk, hanem egy nagyobb teriiletet. Haszndlhaté modellt kapunk az
ilyen tdrak mukodésére, ha tgy képzeljik, hogy az dllomanyok az elérhet6ség
szempontjdbol folytonosan egymads utdn kovetkezs lapokon helyezkednek el. Egy
lap egyetlen VO mivelettel kezelhetd (olvashatd, irhatd) teriilet a tdron. A szokd-
sos lapméret 512 - k byte valamely kicsi k-val. A folytonossig bizonyos esetekben
tényleges fizikai folytonossdgot jelent, méskor pedig magasabb szintil (pl. az ope-
raciés rendszer 4ltal biztositott) eljarasok adnak médot a kovetkezd lap értelme-
zésére. Egy lapon dltaldban tobb rekord is elfér. A lapokd beolvasdsa, kiirdsa igen
kéltséges a belsé memdridban végzett elemi Iépésekhez képest. Atlagos alkalma-
z4sokndl az /O miveletek idGigénye a futdsi id6 dontd része. Ezért a kiils¢ tarat
jelent&s mértékben haszndld programok esetén alapvet$ hatékonysdgi szempont a
lapelérések szdmdnak minimalizdldsa. A kKordbban tdrgyalt rendezési modszerek,
dtletek dltaldban nem adnak j6 eredményt, ha a rendezendd adatok kiilsd tarban
vannak. Tulajdonképpen egyetlen kivétel az dsszefésiiléses rendezés.

2.5.1. Osszefésiiléses rendezés kiilso tarakon

A bevezet&ben emlitetteknek megfelelGen az algoritmusok értékeléséhez egyetlen
koltségtényezdként a lapelérések szdamdt haszniljuk. A médszerek, amiket ismer-
tetiink, mikodnek mdgnesszalagok esetén is, mert az allomanyokat lapjaik sor-
rendjében (szokasos szakkifejezéssel: szekvencidlisan) hasznaljuk. Ez annyit tesz,
hogy a bemeneti dllomdnyokat szekvencidlisan olvassuk, és igy végezziik a kiira-
sokat is a kimeneti dllomanyokba.

A célunk egy a hdttértdaron levd n lapbdl dllé dllomany rendezése valamilyen
adott kulcs szerint (pl. személyek adatait tartalmazé rekordoké a személyi szdm
szerint).

Definicio: Egy dllomdny k szomszédos lapjdabdl dllé rész k hosszit futam, ha a re-
kordok ebben a részben a kulcs szerint (nem csokkenden) rendezetten helyezkednek
el.
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Eloszor alkalmas kis & mellett (ha mas nem, k = 1 mindig lehetséges) k
hossziisdgl kezdGfutamokat hozunk létre; ezeket egyenletesen elhelyezziik az A
és B dllomdnyokba. Ez tobbnyire tigy torténik, hogy egyszer végigolvassuk a be-
mend allomdnyt. A memoridban & lapnyi futamokat alakitunk ki; amint egy futa-
mot befejeztiink, azt kifrjuk az A és B dllomanyok egyikébe. Ennek a miiveletnek
a koltsége 2n lapelérés. A futamok kdoziil az utolsé esetleg k-ndl kevesebb lapot
tartalmaz.

k k k maradék
— Y Y Y Yy
[ < [ < | < <
—
futamok

Ezutdn az A és B dllomdnyok elejérdl indulva sorban 6sszefésiiljiik a futamo-
kat — mindig egyet A-bdl és egyet B-bol véve — 2k hossziakkd; ezeket egyen-
letesen elhelyezziik a C' és D allomdnyokba. Egy ilyen menet koltsége 2n I/O
mivelet. Ezutdn C és D futamait fésiiljik ugyanigy ssze 4k hosszd futamokkd
A-ba és B-be, és gy tovibb.

k k k &k 2k 2k 4k
B < D < B
Ek k K 2k 2k 4k
 aone s . — | Fem— . T
A C A

s 2

Mint a kezdeti helyzetnél, kés6bb is eléfordulhat, hogy a menetben utoljéra
kapott futam révidebb a tobbinél. Ha az i-edik Osszefésiild menet utdn még egynél
tobb futam van, akkor ezek koziil az elsé hossza legalabb 2¢. Ez pedig csak addig
lehetséges, amig 2° < n teljesiil. Ha a j-edik az utolsé menet, akkor a j — 1. me-
net widn még legaldbb két futam van, tehdt 27~ < n, amib6l logaritmusra térve
J < Tlogyn]. A sziikséges menetek szdma nem t8bb, mint [logy n]. Az sszes
lapelérések szdma ennck megfelelden legfeljebb 2n([logy n] + 1). Ezt az algorit-
must, illetve valtozatait, finomitdsait haszndljdk leggyakrabban kiilsS rendezésre.

Két gyorsitsi lehetéség:
1. Erdemes minél nagyobb kezdd futamokat létrehozni, mas széval nagy k érték-
kel dolgozni. Az elgbbi gondolatmenet pontosithaté: ha k hosszdsdgd futamok-
lfal kezdjl'jk a fésiilést, akkor k291 < nis teljesiil, amib8l a menetek szamadra
J < [logy(n/k)] adédik.
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2. m-felé fésiilés, ahol m > 2. Ekkor minden menetben m input és m output dl-
loméanyt haszndlunk, és egyszerre m futamot fésiiliink 6ssze egyetlen futamba.
Egy menet utdn a futamok mérete m-szerezddik. A menetek szdma legfeljebb
J = [log,,n] = [(logyn)/logy, m]. Itt még tovabbi 2m-szeres gyorsitds ér-
het$ el, ha van 2m pdrhuzamosan hasznédlhaté adatcsatorndnk (minden dllomény-
hoz egy). Ekkor ugyanis egy I/O miivelet ideje alatt olvashatunk egy-egy lapot az
input-dllomanyokbdl, és ugyanekkor irhatunk is egy-egy lapot a kimend dlloma-
nyokba. Az m felé fésiilésnél tigyelni kell arra, hogy m névekedtével a futamok
Osszefésiilésének koltsége is n6. Egyre tobb id6 kell, és egyre nagyobb tertiletet
haszndlunk a belsé meméridban.

Kezdeti futamok létrehozasa kupaccal

Itt egy érdekes algoritmust ismertetiink, amivel dtlagos értelemben viszonylag
hosszi kezd&tutamokat lehet épiteni. A futamok hossza valtozhat, igy el6fordul-
hatnak révid futamok is.

A belsS memdridban lefoglalunk egy teriiletet, amin K kulcs elfér. Mint 14tni
fogjuk, K értékét érdemes minél nagyobbnak valasztani. AA lefoglalt teriileten két
— kulcsokat tartalmazé ~ kupacot tizemeltetiink. A két kupacban Osszesen legfel-
jebb K kulcsot tartunk. Az egyik lesz az aktiv kupac a, a mdsik az alvé kupac A.
Az aktiv kupacban tartjuk az éppen kifrandd futam kulcsait, az alvéban pedig a ko-
vetkez$ futam kulcsait gytjtjiik. Kezdetben mindkettd iires. El6szor a-t feltdltjiik
a rendezendd dllomanybdl K kulcesal, A pedig iires.

Ezutan amig a nem lres, ismételjitk a kovetkezd 1€pést. Az s =MINTOR (a)
kulesu rekordot beirjuk az aktudlis futamba. Ezutén vessziik az input dlloméany ko-
vetkezs rekordjat. Legyen ennek a kulcsa t. Hat < s, akkor a rekord mar nyilvdn
nem tehet8 az aktudlis futam végére, ezért t-t A-ba szdrjuk be. Hat > s, akkor a
t kulcs az a-ba keriil, hiszen ekkor a rekord még elhelyezhetd valahol késébb az
aktudlis futamban. Ha a kiliriil, akkor a futam befejezddik. A két kupac szerepet
cserél, A lesz aktiv, és a megy aludni. Uj futam kezd&dik, amit A-bdl tltiink az
el6zéek szerint.

Megmutathatd, hogy — rekordokban mérve — az dtlagos futamhossz 2K lesz, ha
a kulcsok alkalmas értelemben egyenletesen érkeznek. Ennek a jelenségnek kissé
regényes magyarazatét adja a kovetkez6 héeke modell (E.F. Moore 1961). Egy kor
alaku palyan héeke megy korbe.

hoeke megy korbe
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A hé egyenletesen hull a pilydra, a héeke az eldtte levé hémagassdggal for-
ditottan ardnyos sebességgel halad. Megmutathat6, hogy van a rendszernek stabil
allapota, amihez a kezd6 helyzetbdl konvergal. Ekkor minden pillanatban ugyanaz
a P hémennyiség van a pdlydn, a héeke sebessége dllandd és a hé magassaga li-
nearisan fiigg az ekétdl vald (palya mentén mért) tavolsagiél. Ebbd] kovetkezik,
hogy egy korben a hoeke 2P homennyiséget takarit el.

0) ©)

0

A modellben a ho jétssza a kulcsok szerepét. Az aktiv kupac az eke jelenlegi
helyzetétd] az induld helyzetig mend iv, a maradék az alvé kupac. Igy az egy kor-
ben eltakaritott ho felel meg egy futamnak.

Minél el8bbre tart a hdeke a palydn — vagyis minél nagyobb az aktiv kupac
minimalis eleme —, anndl nagyobb az esélye, hogy egy érkezS hdpehely a hdeke
elé, és nem mogé esik. Mdsként mondva: a kovetkezd kulces egyre ndvekvo eséllyel
keriil az alvé kupacba.

Taébbfazisu (polifazisi) osszefésiilés

Vannak olyan k-rétli 6sszefésiils sémak, melyek csak &k + 1 dllomdnyt haszndlnak.
A k input dllomdnyt egyetlen kimend dllomédnyba fésiiljiik. Ha valamelyik input
allomany iires lesz, akkor megallunk, és ez veszi dt az output dllomdny szerepét.
Itt csak a k = 2 esetre vetiink egy rovid pillantdst. Ekkor 3 dllomanyunk van, és
minden fizisban kettd tartalmdt fésiiljiik a harmadikra.

Nézziink el6szor egy példat. Legyen a hdrom allomany fq, f2, f3. Tegylik
fel, hogy f1 egy, fo pedig 5 ugyanolyan (mondjuk 1) hosszusdgu futambdl all, f3
lires. A kovetkezd tablazat szemlélteti a helyzetet. Az oszlopok adatai mutatjak az
Osszefésiilé menetek utdni dllapotot, az elsé oszlop a kezdd dllapot. Egy bejegy-
z€s elsd szdma a futamok szdma az dllomdnyban, a zdréjelben levd érték pedig a
futamhossz.

Al 0 13 0 15) 0
fo | 5(1) 4(1) 3(1) 2(1) (1) 0
fs] 0 12 90 Y4 0 16)

ErezhetSen tl sok mozgatdst végziink. Nem szerencsés a rekordok eloszldsa a
két dllomanyban. Megmutathaté, hogy ez a médszer akkor lesz a leggyorsabb, ha a
futamok szdma a két input allomanyban két szomszédos Fibonacci-szdm. E18szor
- emlékeztetsiil — néhdny hasznos tény a Fibonacci-szamokrél.



26 2. RENDEZES

A Fibonacci-szdmokat a kovetkez rekurzidval definidlhatjuk:
Fo =0, F; =1, Fi+1 =F,+ F;_1,hai > 1.

Hasznos az alabbi dltalanos alak (indukcidval igazolhatd):

4l -(5)

Innen ldtjuk, hogy F), az :/Lg( 1—?@)” szdmhoz legktzelebbi egész.
Legyen ¢ = 1+2\/g (az aranymetszés ardnya).

A ¢? = ¢ + 1 egyenlSségbdl adédik n > 2 esetén, hogy

"< F, <ML

]

Ezutan nézziik, miként alakul a futamok szdma, ha a kezdd futamszamok £, _1
és F,. A tablazatban most nem tiintetjiik fel a futamok hosszat.

fl Fn~1 @ Fn—2 Fn—4
f2 Fn FnA2 @ Fn—B
f3 @ Fn—l Fn—3 @

Kezdetben a futamok szdma 6sszesen N = F,, 1. Ebbdl (/5"’1 < Nésn—1<
log, N = logy N/logy ¢ ~ 1.44logy, N adddik. A sziikséges menetek szama
ezért legfeljebb 1.441logy N + 1. Ez valamivel rosszabb ugyan, mint a 4 allomanyt
hasznald Osszefésiilésé, de még mindig elég jo.



