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Algoritmikus problémak
megoldasa

A tudomdnyok nem prébdlnak megmagyardzni semmit, alig-alig
probdlkoznak értelmezéssel; foleg modelleket készitenek... Egy
ilyen matematikai konstrukcionak csak és kizdrolag az adja a
létjogosultsdgdt, hogy haszndlhato. NEUMANN JANOS

Az egyik legfontosabb célunk, hogy a hatékony algoritmusok tervezésébe beve-
zessiik az olvasét. Mint a problémamegoldds 4ltaldban, ez is sokszind, tobbféle
képességet igényld kreativ folyamat. A problémadval kapcsolatos ismeretek mel-
lett komoly szerep jut az 6tleteknek. Ezek olykor egyszertiek, mintegy maguktél
adédnak, mdskor komolyan meg kell dolgoznunk értiikk. Néha a megoldds szinte
kiolvashaté magabdl a feladatbdl, de az is eléfordul, hogy csak komoly szellemi
erfeszités drdn jutunk el6bbre. Nem varhatunk ezért biztos recepteket, amelyek-
kel minden esetben céthoz ériink. Nem vagyunk ugyanakkor teljesen tdmasz hijan
sem. Mdra az algoritmika a szdmitégépes tudomanyok eszkdzokben és moédszerek-
ben gazdag teriiletévé nétte ki magat. Kialakultak olyan fogalmak, megkozelitési
mdédok, melyek irdnytiiként segithetnek benniinket a megoldésok felé vezetd tton.
Ezen a teriileten is fontos szerepet jdtszanak a példdk, az értelmes és sikeres meg-
oldasok tanulsagai, amelyek sokszor tilmutatnak felmeriilésiik esetleges keretein.

Ebben a rovid, bevezet§ jeilegli fejezetben mi is példdk segitségével szeret-
nénk elsd képet adni targyunkrdl, az algoritmusok vilagardl. Az algoritmikus prob-
lémak megolddsat hasznos kétlépesss folyamatként elképzelni, amit a kvetkez6
egyszerd rajz szemléltet:

| Algoritmikus probléma —A+[ modell | £>[ program |
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Az A leképezés azt a gyakran jart utat jelenti, hogy a problémat 4ttessziik, 4tfo-
galmazzuk egy kellGen absztrakt, tobbé-kevésbé formalizdlt modellbe. Ez a 1épés
4ltaldban pontositdst €s egyszerisitést jelent. Megszabadulunk a probléma megfo-
galmazdsdban levs olyan elemektdl, amelyek a megoldds szempontjdbél lényegte-
lenek. Legtobbszor arrdl van sz6, hogy a feladatot kihamozzuk abbdl a tarkabarka,
természetes nyelvbdl szétt kontdsbdl, amiben elénk keriilt.

Az A lépés eredményének keretéiil szolgdlé modell sokféle lehet. Elég tagnak
kell lennie ahhoz, hogy a probléma megoldadsdhoz sziikséges tényezéket hiien ki-
fejezze. Mdsfeldl elég egyszeriinek is kell lennie azért, hogy kezelni tudjuk. A mo-
dell —ugy képzeljiik — valahol a féliton van a probléma €s a megoldésat adé prog-
ram kozott. A modell formalizaltsdga, pontossdga kozbiils§ 1épesét jelent a prog-
ramsorok szigori egyértelmiisége felé. Az igazén j6 modellek fogalmai kénnyen
és standard modon képezhetSk le szamitégépes adatszerkezetekre. Olykor mar ma-
gdban a modellben is helyet kapnak a megcélzott gépi kdrnyezet jellemz6i. A ma-
sik oldalrél nézve ezt a kozbiilsd helyzetet azt is elvarjuk, hogy a modell mentes
legyen a programnyelvi utasitdsok foldhozragadtsdgdtol. Hogy tényleg lehet&vé
tegye azt, hogy a problémat valamiféle értelmes altaldnossag szintjén szemlélhes-
siik. Divatos fordulattal élve a modellt tekinthetjitk sokadik (legaldbb negyedik)
generdcids nyelvi eszkdznek.

A B leképezés jelenti a hatékony algoritmusok tervezését, kidolgozasét. Ez a
folyamat tobbnyire a modell dltal adott keretekbd! indul. Ezen a szinten mdr egy
pontos algoritmikus problémdval van dolgunk. Ennek 8sszetevdi a bemend adatok
(mds széval bemenet vagy input) megaddsa; valamint az eredménnyel, az outputtal
kapcsolatos kovetelmények.

A megoldé mddszer els§ vdltozatit a modell fogalmaival fejezziik ki. Ezt a
nagyvonali megoldist lehet azutdn mar tébbé-kevésbé mechanizélhaté 1épésekkel
tényleges programma finomitani. A késGbbiek sordn legtobbszor ezzel a B 1épés-
sel, annak is az els6 részével, a nagyvonald megoldds kialakitdsdval foglalkozunk.
A munkdnak ebben a fazisdban érdemes foglalkozni a kapott algoritmus elemzé-
sével, értékelésével, megvizsgdlva, hogy a médszer mennyire hatékony, mennyit
lehetne még javitani rajta.

Az itt vazolt képben sok egyszer(sités van. Ezek koziil taldn a legsiilyosabb,
hogy a problémamegoldas folyamatit magabiztos, mindig csak el8re valé masi-
rozdsként tiinteti fel. Ez a valésdgban legtobbszor nem igy van. Gyakran kény-
szeriiliink arra, hogy visszaforduljunk egy zsdkutcdnak bizonyuld irdnybdl, és egy
kordbbi pontbél dj utat keressiink.

Ennyi édltalanossdg utdan néhdny egyszerd példdval szeretnénk érzékeltetni az
eddig elmondottakat. A példak bevezetd jellegiiek; a felmeriil§ fogalmakat késébb
részletesebben fogjuk targyalni.
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1.1. A feladattél a modellig

Itt az A leképezésre szeretnénk néhany példat mutatni. A modell, amibe dtirjuk
a problémadkat, tulajdonképpen egyetlen egyszert fogalomra, a grdfra épiil. En-
nek az egyszerd fogalomnak az alkalmazasédval az eredeti problémdk tiszta, pontos
megfogalmazasst kapjuk.

1.1.1. Kozlekedési lampak iitemezése

Képzeljiik el, hogy egy ttkeresztez6dés kozlekedési ldmpdinak a mifkodését kell
megtervezniink. Tegyiik fel, hogy a keresztezddésben (északrdl indulva, drajdrds
szerint) az a, b, ¢, d, e egysdvos utak talilkoznak. Az a, b és e utak a keresztezddés
felé, a tobbi pedig a keresztez3déssel ellentétes irdnyban egyirdnyd.

7
g [

Tegyiik fel, hogy minden értelmes, a nyilakat kovets dthaladdsi iranyhoz van
egy kozlekedési ldmpdnk. Ezek az irdnyok esetiinkben ac,ad, be, bd, ec €s ed.
Osszesen tehdt hat lampank van. Példdul az ac irdny lampdja csak az ebben az
irdnyban vald atjutdst szabdlyozza (tiltja, illetve engedélyezi). Ennyi a probléma
lefrasa.

Ezutin elkezdhetiink gondolkodni. Mi is a feladat tulajdonképpen? Némi tind-
dés utdn arra jutunk, hogy a lampidkbdl dll6 rendszer szamunkra érdekes dllapotait
egy-egy lampdk — {piros, zold } fliggvényként foghatjuk fel. Ezzel maris egysze-
rlisitettiik a képet, felismerve, hogy a sdrga szinnek nincs komoly szerepe a feladat
szempontjabol. Példdul a jujj nevd dllapot (fiiggvény) lehet a kbvetkezd:

jujj(ac) = jujj(ad) = jujj(bd) = zold,
jujjlbe) = jujjled) = jujj(ec) = piros.

Ezt az dllapotot nem szabad megengedniink, hiszen példdul az ac €s bd irdnyok
taldlkoznak. E két irdnyndl nem lehet egyszerre mindkét limpa zdld. Kis tovébbi
gondolkodds utdn oda jutunk, hogy az ilyen konfliktuslehetéségek megfoghatck
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mint irdnyokbdl dll6 pdrok. Példdul (ac, bd) egy tiltott pdr, (ac, ad) pedig nem. A
kapcsolat szimmetrikus, nincs kiilonbség mondjuk az (ac, bd) és a (bd, ac) pérok
megitélése kozatt.

Mindezek azt sugalljak, hogy prébaljuk meg griffal dbrazolni a helyzetet. A G
grafunk csucsai az dthaladasi irdnyok: ac, ad, be, bd, ec és ed. Két csiicsot akkor
kdsson ossze él, ha az irdnyok konfliktusban vannak. Mas sz6val, ha a megfelels
két lampa nem lehet egyszerre z0ld. Egy dllapot akkor engedhet6 meg, ha a benne
levé zold csucsok kozott nem fut él. Tovdbbi egyszerUsitést jelent az a felismerés,
hogy egy dllapotot jellemezhetiink pusztdn a benne levs z6ld csicsok halmazaval.

Ezutin megprébalkozhatunk a feladat pontos megfogalmazdsaval. Az els§ val-
tozat igy hangzik: adjunk meg minél kevesebb dllapotot tigy, hogy egyfelsl a meg-
adott dllapotok mind biztonsdgosak legyenek; masfel6l ne legyen olyan dthaladasi
irdny, amelyhez az 6sszes megadott dllapotban a piros szin tartozik. Az utébbi fel-
tétel azt hivatott szavatolni, hogy nem okozunk 6rék dugdt.

A G grif segitségével ez még egyszerilibben kifejezhetd. Ugy kell a G cstics-
halmazat minél kevesebb osztilyba (részhalmazba) sorolni, hogy az egy osztdly-
ban lev§ csticsok kozott ne menjen él. Esetiinkben ilyen osztdlyozds az {ac, ad},
{be,bd}, {ec,ed}. A rajzon rémai szdmmal tiintettiik fel a csdcsok osztdlydnak
sorszamat.

Feladat: Mutassuk meg, hogy két osztdllyal nem oldhat6 meg a probléma.

Mi t6rtént itt valjdban? Az eredeti feladatot dtfogalmaztuk a grdfok nyelvére,
eltiintetve bel8le olyan, a vizsgalt kérdés szempontjabdl érdektelen elemeket, mint
»kozlekedés", it", stb. Ebben a modellben lényegében csak csticsok és Sket Ossze-
k6tS élek szerepelnek. Valamivel pontosabban egy G = (V, E) graf két Ssszetevd-
b6l 4ll. Az egyik a cstcsok (pontok) V halmaza, a masik pedig F, az élek 0sszes-
sége. Az E halmaz bizonyos V -beli parokbdl dll. Rajzon szemléltetve a csicsokat
pontokkal dbrazoljuk, az éleknek megfeleld parok tagjait pedig vonallal 6sszekot-
Jik. Az dtfogalmazas utdn az eredeti feladat egy klasszikus grafelméleti probléma

algoritmikus viltozatdhoz vezet. ‘
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Definicié (szinezés, kromatikus szim):

A G grdf k-szinezésén egy f + V. — {1,...,k} leképezést értiink, melyre ha
(v,w) € E, dkkor f(v) # f(w). A G kromatikus szama a legkisebb k érték,
melyre van G-nek k-szinezése. A G kromatikus szdmdnak a jele x(G).

A lampdk iitemezésének problémadja tehdt egy graf kromatikus szdmdnak, il-
letve ennek megfeleld szinezésnek a meghatdrozdsdhoz vezetett. Ezzel az ugyne-
vezett szinezési feladattal késSbb még taldlkozni fogunk.

Az A leképezéshez tartozé modelltdl azt is elvarjuk, hogy elemei jél dbrd-
zolhaték legyenek szdmitdgépes adatszerkezetekkel. A grafokra ez teljesiil. Egyik
természetes abrazolasi médjuk az adjacencia mdirixszal valé megadas. Ha a graf
V csticshalmazdnak n eleme van, akkor az A adjacencia matrixa egy n-szer n-es
mitrix. Legyen az egyszer(iség kedvéért V = {1,...,n}. Ekkor

. {0 ha(i,j)¢E
A[W]‘{ 1 ha(i,j) € E.

Az A mitrixot tekinthetjiik kétdimenziés A[1 : n,1 : n] egész, vagy Boole
tipusd tombnek. Modelliink fogalmai ezen az \ton kénnyen és hajlékonyan abrd-
zolhatdk szamitégépes adattipusokkal.

1.1.2. Arthur Kkiraly civilizacios torekveései

Arthur kirdly fényes udvardban 150 lovag és 150 udvarholgy él. A kirdly, aki koz-
ismert civilizdcids er6feszitéseirdl, elhatdrozza, hogy meghdzasitja jo lovagjait és
szép udvarholgyeit. Mindezt persze emberségesen szeretné tenni. Csak olyan pa-
rok egybekelését akarja, amelyek tagjai kolesondsen vonzalmat éreznek egymas
irdnt. Hogyan fogjon hozzd? Természetesen pirtfogdjdhoz, a nagyhatalma vardzs-
[6hoz, Merlinhez fordul. Merlin rogvest felismeri, hogy itt is bindris szimmetrikus
viszonyok dbrazoldsarél van sz6. Nagy darab pergament vesz el6, és nekildt grafot
rajzolni. A pergamen egyik felén levé U ponthalmaz az udvarholgyeket jelenti. A
masik oldalra keriil a 150 pontd L halmaz; ez pedig a lovagokat dbrdzolja. Az [
lovagnak megfeleld pont és az u udvarhslgy pontja kozé élet rajzol, ha [ és u kol-
csonosen kedvelik egymdst. A modell, amit a mdgus haszndl, a pdros grdf. Ebben
a pontok V' halmaza két egymadst nem metszd rész egyesitése; él csak a két rész
kozott futhat.

Definicio: A G = (V; E) grdf egy pdros (kétrészes) grdf, ha a V csiicshalmaz
felbonthaté kér nem iires L és U részre tigy, hogy LNU =0, LUU =V, és ha
(v1,v2) € E, akkor a vy és vy csiicsok egyike U-ban, a mdsika pedig L-ben van.
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A kiralyi parancs teljesitéséhez Merlinnek élek egy olyan rendszerét kell ki-
valasztania a graf éleibdl, hogy a kivélasztoft élek koziil a graf minden pontjahoz
pontosan egy csatlakozzon. A kivélasztott élek felelnek meg a tervezett hazassi-
goknak. A grafelmélet nyelvén teljes pdrositdst kell keresnie.

Definicié: A G = (L,U;E), | L |=| U |= n kérrészes grdf éleinek egy S C E
részhalmaza teljes pdrositds, ha az (L, U; S) grdfban minden pontbél pontosan 1
él indul ki.

Merlinnek tehat a pergamenre rajzolt graf egy teljes parositdsat kellene megad-
nia. Ha a legenda févaltozatat fogadjuk el hitelesnek (a Sir Thomas Malory 4ltal frt
La Morte d’Arthurt), akkor arra jutunk, hogy a feladatnak nincs megoldésa. Isme-
retes ugyanis, hogy Arthur és Sir Lancelot is csak €s kizarélag Guinevere kiralyné
irdnt érez vonzalmat. Hogyan jdruljon marmost Merlin a nagyyr elé, aki nem 6riil
tilsagosan, ha parancsat nem teljesitik? A Xiraly az Excaiibur utan kapkodo6 1ob-
banékonysdgén kiviil éles elméjérdl is nevezetes. Merlin igy megmentheti fejét.
Annyit kell tennie, hogy megmutatja a rajz megfeleld részletét (amibdl kitiinik,
hogy Arthur és Lancelot is csak Guinevere-sel van Osszekotve) a Kirdlynak, aki a
bizonyiték hatisara békésen elall tervétsl.

Altaldnosabban fogalmazva ugyanez lenne a helyzet, ha tetszSleges k ese-
tén van k lovag dgy, hogy a kedvenceik kevesebb, mint k udvarholgy koziil
keriilnek ki. A megfelel6 fogalom a grafok vildgabdl a Konig-akadaly. Legyen
G = (L,U; E) egy kétrészes graf, | L |=| U |. A nem iires X C L csicshalmaz
egy Konig-akaddly, ha vanolyan Y C U, | Y |<| X |, hogy X-b&l minden €l
Y-ba megy. Igazolhatd, hogy pontosan akkor nincs G-ben teljes pdrositds, ha van
benne Konig-akadaly. Ezt tudva tovdbb pontosithatjuk a feladatot: keressiink G-
ben teljes pérositast, vagy egy Konig-akadalyt, ha nem létezik teljes parositas. Az
utébbi esetben vildgos bizonyitékot kapunk arra, hogy az eredeti feladatnak nincs
megolddsa. Az A leképezés ezittal is segitett tisztabbd tenni az eredeti feladatot.
A modellel - jelen esetben a grafokkal — kapcsolatos ismeretek komoly segitséget
Jelentettek a feladat értelmes és pontos megfogalmazdsédban.

Feladat: Arthur kirdly kifogyhatatlan az 6tletekbdl, ha a kulturdlt viselkedést kell
elémozditani Camelot vérdban. Legutébb példaul feltaldlta a késsel-villdval val6
étkezés misztériumat. Azt szeretné, ha lovagjai ezentdl nem puszta kézzel nyil-
ndnak a falatokhoz a Kerek Asztal melletti nagy lakomdkon. FélS azonban, hogy
a nyers modord bajnokok eme sziir6-vagé eszkozok birtokdban megprébiljak ki-
egyenliteni szdmldikat az asztalszomszédjaikkal. Az ilyen csetepaték elkeriilésé-
hez gy kellene leiiltetni a lovagokat, hogy az asztalszomszédok kozott ne fesziil-
jon ellenséges érzelem. Merlin feladata ezuttal egy olyan, a Kerek Asztal korili
tilésrend készitése, mely szerint senki.sem ketiil haragosa mellé. Ismert, hogy kik
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nem &linak hadildbon egymassal (ismét egy bindris szimmetrikus relaciéval le-
irhaté kapcsolat). Prébaljuk grifok segitségével megfogalmazni a problémat. Mi-
lyen objektum keresésére vezet a feladat?

1.2. Algoritmusok

Két példat mutatunk ezutdn a B 1épésre. Itt mar kellSen absztrakt, ugyanakkor
gépkozeli modellben megfogalmazott algoritmikus problémdk megoldasardl lesz
sz6. El8szor egy irdnyitott grafokrdl sz6l6 feladatot vesziink gdresd ald.

1.2.1. Szuperforras keresése

2 _ 2

Az el6z6 feladatok irdnyitatlan grafokhoz vezettek. Nem tettiink kiilonbséget az
(u,v) és a (v, u) par kozott. Ha az egyik E-be tartozott, akkor a masik is. Az ird-
nyitott grafok abban kiilonboznek ett8l, hogy az (u,v) él megléte nem feltétleniil
jelenti a (v, u) él meglétét a grafban. Ennek megfelelen az A adjacencia matrix
nem feltétlentil szimmetrikus, mint az eddigi példakban. Ha egy ilyen grifot raj-
zolunk le, akkor az (u,v) € E élet abrdzolé vonalra v felé mutaté nyilat tesziink.
Most egy olyan feladattal fogunk foglalkozni, ami mdr kell6en pontos megfogal-
mazasban all rendelkezéslinkre.

Definicio: A G irdnyitott graf s € V csicsa szuperforrds, ha minden s-t61 kiilon-
béz8y € V csiics esetén teljesiil, hogy (s,y) € E és (y,s) ¢ E.

A szuperforrds olyan s cstics, amibdl a graf minden mds csticsaba €l vezet; az
s-be pedig egyetlen mds csicsbdl sem megy él. Nyilvanvald, hogy egy grafban
legfeljebb egy szuperforras Iehet.

A feladat a kovetkezd: regyiik fel, hogy az A adjacencia mdtrixdval adott a
G = (V, E) irdnyitott grdf, aminek a csiicshalmaza V = {1,...,n}. Dintsiik el,
hogy van-e G-ben szuperforrds. Ha igen, taldljuk meg.

Egy megoldds rogtén kinalkozik. Sorra vessziik az ¢ € V csicsokat, mind-
egyikr8l megnézve, hogy szuperforrds-e. Az 1 csucs vizsgdlata sordn az i-be mend
€s az 1-bdl kiindulé élek hidnydt illetve meglétét kell ellendrizni. Ez 1ényegében az
A matrix i-edik sordnak és i-edik oszlopdnak a végignézését jelenti.

Mindjéart felmeriil a kérdés, hogy mennyire j6 a kapott megoldds. Nem
lehetséges-e ennél hatékonyabb, gyorsabb médszer? Hogy erre vélaszolni tudjunk,
mérniink kell valahogy a mddszereink hatékonysdgit, sebességét. Meghatdrozhat-
nank példaul a programunkban szerepld elemi utasitidsok végrehajtasi idejét, ami-
b6l aztdn becsiilhetd lenne a futisi id6 a kiilonbozd n értékekre. Az igy kapott
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mérészam egyrészt kissé nehézkes: tobbféle elemi utasitds idejét kellene kimérni.
Masfeld] tilsdgosan gépfiiggd is: mas kornyezetben ezek az elemi id6k egészen
mashogyan alakulhatnak. Ezek a problémak azt sugalljak, hogy keressiink valami
egySZefﬁ’ gép- és kornyezetfliggetlen mérdszamot. Az algoritmus sebességét mérd
szam legyen az A mdtrix megvizsgdlt elemeinek a szdma.

Els$ megoldasunkrol kideriil, hogy nem valami fényes. Az A maétrix minden
foation kiviili elemét megnézzik, mégpedig kétszer. Az 6sszkoltség 2(n? — n)
ilyen vizsglat.

A kovetkez8 médszer azon az egyszerl észrevételen alapul, hogy ha i # j
esetén (i,7) € E, akkor j nem lehet szuperforrds, (¢,j) € E pedig i-t zirja ki.
Ugy is fogalmazhatunk, hogy A[4, j] értékének ismeretében vagy 4, vagy j biztosan
kizdrhaté mint lehetséges szuperforrds. Hogy a kettd kozil melyik lesz a kizart
cstics, az fiigg Ali, 7] értékétdl, de egyiktdl mindenképpen megszabadulhatunk.
Ezzel az dtlettel gyorsan tudjuk sziikiteni a tudomdsunk szerint még lehetséges
szuperforrasok koreét.

i:=1,7 == mn;
while ¢ £ j do
if AlZ,j]=1thenj:=j -1

elsei =1+ 1;
(* Amikor ideériink, mdr csak i lehet szuperforrds,
ezt ellendrizziik a tovdbbiakban. *)
fork =1tondo
if k # i és (A[i, k] # 1 vagy A[k,i] # 0) then return(nincs szuperforras)
return(z szuperforrds).

Az eljards magatol értetddd. Az elss ciklus leszlikiti a keresést egyetlen je-
16Itre. A mdsodik ciklus ezt az egy szem jeloltet ellendrzi. Nézziik most a médsze-
riink hatékonysagat! Evégbdl eldszor felss becslést adunk a koltségére. A while-
ciklus végrehajtdsa sordn az A témb n — 1 elemét vizsgdljuk meg. Utdna mar csak
az i-edik sor és oszlop elemeit kell nézniink; ez tovdbbi 2n — 2 hely. Osszesen tehdt
legfeljebb 3n — 3 matrix-elem megtekintését igényli az algoritmus.

Jelolje T'(n) a legjobb (leggyorsabb) algoritmus 4ltal megvizsgalt matrix-
elemek szdmanak maximumat az sszes n ponti grafra. Eddigi fejtegetésiink sze-
rint T(n) < 3n — 3, hiszen van egy médszeriink, ami megoldja a feladatot ennél
nem tobb Iépésben. Hogy a médszeriinket ért€kelhessiik, alsé becslést kell adnunk
T(n)-re. Ennek segitségével képet kaphatunk arrél, hogy eljérasunk teljesitménye
mennyire tér el a lehetd legjobb mdédszerétdl. Algoritmikus problémdk elemzése-
kor 4ltaldban igen nehéz érdemi alsé becsléseket nyerni; ezt valamennyire érthe-
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t6vé teszi az, hogy egy ilyen korldt az 8sszes algoritmusra érvényes megallapitas.
A szuperforrds-feladat ilyen szempontbdl szerencsésnek mondhaté. Nyilvanvalo,
hogy 2n — 2 < T'(n), hiszen ennyi elemet meg kell nézniink pusztdn ahhoz, hogy
egy adott csiicsrdl ellendrizziik, hogy szuperforris-e,

Ennél élesebb korlatot kaphatunk a kvetkezd észrevétellel: 1 €l megkérdezése
legfeljebb 1 csticsot zér ki mint lehetséges szuperforrdst. Ha ugyanis az A[z, j]
vizsgalata el6tti tuddsunk szerint ¢ és j is lehet még szuperforrés, akkor Afi, j] = 1
esetén ¢, Af7, j] = 0 esetén pedig j tovdbbra is a jeloltek kozott marad. Az i-t8l €s
7-t6l kiilonb6z6 csticsok megitélésén a vdlasz nem viltoztat.

Arra juthatunk mindebbdl, hogy a legjobb algoritmus elsé n — 2 kérdése utdn
még legaldbb két csics — mondjuk ¢ és j — lehet szuperforrds. Ez azt jelenti, hogy
az A tdblazat még nem nézett részének lehet olyan kitoltése, amely szerint ¢ lesz
szuperforrds, és olyan is, amelynél j a szuperforras. Eddig 6sszesen az A matrix
n — 2 elemét néztilk meg. A megvizsgalt elemek koziil tehdt valamelyik pontunk
(mondjuk az ¢) sordba és oszlopdba legfeljebb (n—2)/2 esik. Képzeljiik el, hogy az
Hellenség" dgy tolti ki az A még nem nézett elemeit, hogy ¢ legyen a szuperforras.
Ez is egy lehetséges bemenete (inputja) a feladatnak; a legjobb algoritmusnak erre
is mika&dnie kell. Hogy az ¢ szuperforrds-tulajdonsdgat igazolja, Af¢, 7] kivételével
ismernie kell az i-edik sor és oszlop értékeit. Ez még legaldbb 2n — 2 — (n — 2)/2
kérdést jelent. Innen kapjuk, hogy

T(n)>2m—-2—(n—2)/24+n—2=3n—4—(n—2)/2.

Az érvelés tanisdga szerint legfeljebb n/2 kérdés erejéig megkozelitettiik az opti-
mumot. Elmondhatjuk, hogy gyors és egyszerii algoritmusunk van a feladat meg-
olddsdra. Az elsé mddszerhez képest a javulds dramai; példaul ha n = 500, akkor
az A matrix 250 000 elemébdl legfeljebb csak 1497-et vizsgdlunk meg. Megje-
gyezzilk, hogy ennél jobb alsé korlat is adhatd; ebbdl kideriil, hogy a médszer
nagyon kozel van az optimdlishoz.

Feladat: Mutassuk meg, hogy T(n) > 3n — 3 — log, n. (Az ellenség-médszer
alkalmazhat6. Az A mitrix bizonyos elemeinek megkérdezése utdni helyzet po-
tencidlja legyen ), 2k az Gsszegben azok az i csticsok szerepelnek, amelyek az
adott helyzetbeli ismeretek szerint még lehetnek szuperforrdsok, k; pedig az A
1-edik sordbdl és oszlopdbdl mdr ismert értékek szdma. Az ellenség stratégidja:
ha lehet, gy vélaszoljon az algoritmus kérdésére, hogy a szuperforrds-jeloltek ne
fogyjanak; ha ezt nem teheti, akkor ugy vélaszoljon, hogy a potencial ne n&jon.)

A feladat érdekessége, hogy megoldhaté volt tigy is, hogy az A adjacencia
matrix n? elemének csak egy toredékét néztiik meg. Ez a jelenség elég ritka a ter-
mészetesen felmeriilé graftulajdonsigok korében. Legtobbszor az egész matrixot
végig kell nézniink a megoldas sordn.
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Frdemes megfigyelni az alsé becslésnél alkalmazott ellenség-médszert. A fel-
tételezett legjobb algoritmus bizonyos kérdéseire adaptivan valaszoltunk: az al-
goritmus kordbbi 1épéseitdl fiiggSen hatdroztunk meg néhdny A[i, j] értéket. fgy
talaltunk egy olyan bemenetet, amely a modszert (viszonylag) sok munkira kény-
szeriti.

1.2.2. Hosszi egészek parhuzamos 6sszeadasa

Ha [a kivondsndl] semmi sem marad, irj egy kdrocskét, hogy a hely
ne maradjon iiresen. A kordcskének kell elfoglalnia ezt a helyet, mert
mdsképp kevesebb hely lenne, és példaul a mdsodikat hinnénk elsének.

MOHAMED IBN MUszZA (AL KHVARIZMI) a nullirél.

Itt ismét egy mér pontosan megfogalmazott feladatrdl lesz sz6, mégpedig olyan-
r6l, amelyet mindenki régota ismer. Tegyiik fel, hogy adottak a decimalisan irt
a1az...an €8 byby ... by n-jegyd természetes szdmok. Szamitsuk ki az gsszegiik
epe1€s . . . en decimdlis rendszerbeli alakjét. Ez a legels valamire val6 algoritmi-
kus probléma, amivel az iskoldban talalkoztunk. Bizony, rengeteget gyakoroltuk a
hindu-arab-algoritmust, amivel jobbrél balra haladva kitdlthetjiik az alabbi tabls-
zat alsé sorat. :

ay az e Apn-1 Qan
+ b b ces b1 by
€y €1 €2 e €n_1 €n

Osszesen 2n — 1 egyjegyd Osszeadds arin megkapjuk az e; szdmjegyeket:
mindegyik i-re kiszdmoljuk a helyi a; + b; sszeget (n elemi Ssszeadds), és ehhez
még hozzdadjuk az 4tvitel értékét (n — 1 egyjegyii Osszeadds). A médszer gyors
€s praktikus. Tulajdonképpen a bemenet hosszaval aranyos 1épésszédmban, lined-
ris idSben megkapjuk az eredményt. Hasonlét mondhatunk arra az esetre, amikor
a miveletet szdmit6gép segitségével végezziik. Ha n viszonylag kicsi, akkor a
szdmaink egy-egy gépi széban 4brazolhatdk, és a feladat egyetlen gépi Osszeadds-
sal megoldhatd. Ha a szdmok nagyon hossziak, akkor a hindu-arab-algoritmus
mintdjdra jérhatunk el. A kiilonbség annyi, hogy az elemi lépéseket a gépiink sz6-
hosszatdl fiiggd méretd tobbjegyl szdmokkal végezziik. A miveletek szdma gy is
ardnyos lesz a bemenet hosszéval; az ardnyossdgi tényezd a széhossz fiiggvénye.
Az Gsi médszer tehit hatékony megoldast ny(jt mind a kézi, mind pedig a szokésos
értelemben vett gépi szdmoldshoz.

Mit tehetiink akkor, ha a feladat megoldisara t5bb processzorunk (szimitogé-
pink) van, amelyek egyidejtien, pdrhuzamosan dolgozhatnak? Tudjuk-e {gy lénye-
gesen csokkenteni a szdmolds idejét? Némi kisérletezgetés utdn rdjoviink, hogy a
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f6 gondot a teendék értelmes szétosztdsa jelenti. Ugy kellene megszervezni a mun-
kat, hogy a processzorok dolgozhassanak anélkiil, hogy til sokat kelljen védrniuk
egymdsra. Példaképpen nézziik a 843712 és 156288 szdamok dsszegét. Megtehet-
nénk, hogy minden helyiértékhez egy processzort rendeliink, amely elvégzi az ott
levs jegyek Osszeaddsdt. Az utolsdt kivéve mindegyik 9-et kap eredményiil. Utdna
varniuk kell a jobb fel6l érkezé dtvitelre. A bal sz€lsS processzor csak az 0sszes
tobbi utdn fejezheti be a munkat; meg kell vdrnia, amig a jobb sz¢Ir6l az 1-es atvi-
tel végigballag a processzorokon. Az id6 igy ismét ardnyos lesz az dsszeadandok
hosszdval, ami azt jelenti, hogy nem értiink el jelentSs gyorsuldst.

A parhuzamos algoritmusok tervezésében tipikus az itt vazolt helyzet. A meg-
olddshoz vezet§ teendSket kell minél inkdbb parhuzamositani, fliggetlentil végez-
het§ részfeladatokra bontani. Vannak olyan feladatok, ahol ez szinte magatdl ér-
tet6dd, mint mondjuk a kukoricatorésnél, ahol a munkdsok kiilén-kiilon sorban
dolgozva, egymdstdl fiiggetleniil tevékenykedhetnek. Az ilyen esetekben idedlis
gyorsulds érhetd el; ha t munkas van, a sziikséges id§ a t-edrészére csokken. Mas
feladatoknal a parhuzamositas sokkal nehezebb; dgy taldljuk, hogy a processzo-
rok kozott jelentds egymadsra utaltsdg van. Az orszdgiti kerékparos csapatversenyt
emlithetjiik példaként. Finoman Osszehangolt munkdval négyen egytitt gyorsab-
ban legytrik a tavot, mint azt egy ember tenné. De sz6 sincs arrdl, hogy negyedére
csokkenne a sziikséges id5. Az utébbi egy nehezebben parhuzamosithaté feladat.

[tt most egy erGteljesen parhuzamos megolddst adunk hosszi egészek Ossze-
addsdra. Mint latni fogjuk, lesz egy kis huncutsdg a dologban. A szélvészgyors
megoldds dra az, hogy az eredményt nem a megszokott formaban kapjuk.

Definicié: A 7 | a;10"%, 0 < a; < 9 alakii szamdbrdzoldst standard dbrd-
zoldsnak nevezziik. A Y ¢ a; 10" L9 < a; <9 alakii szdmdbrdzoldst pedig
kiegyensulyozottnak nevezziik.

A standard dbrdzolds tehdt a szokdsos decimalis felirdst jelenti, ahol a meg-
engedett szamjegyek a 0,1,2,...,9. A kiegyensilyozott dbrazoldsban tizenkilenc
Jjegyet haszndlhatunk. Ezek: -9, —8, ..., —1,0,1,...,8,9. Tudjuk, hogy a stan-
dard alakban valg felirds egyértelm@. Az igy dbrazolt szimokrél konnyd megilla-
pitani, hogy melyik a nagyobb. A kiegyensulyozott dbrizolds nem egyértelmi, az
ilyen szamok Gsszehasonlitdsa elég koriilményes. A tobbértelmi felirdsnak van vi-
szont egy olyan eldnye, ami segiteni fog abban, hogy megdllitsuk az atvitel hosszu
futdsat az dsszeaddsnal.

Allitas: Terszéleges —18 < a < 18 egésznek van olyan kiegyensiilyozort dbrd-
zoldsa, melyben nincs +9-es és —9-es jegy, tovdbbd a 10-es helyiértékii jegy -1,0
vagy 1.
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Bizonyitds: Haa # 9ésa # —9, akkor a standard alak megfelelS. A kimaradé
két szémnal a 9 = 10 — 1 és =9 = —10 + 1 egyeniSségeket haszndlhatjuk. A
kiegyensiilyozott felirdsok ekkor 1 — 1, illetve —11. O

Ezutdn ismertetjiik Avizienis algoritmusdt két n-jegyd kiegyensilyozott fel-
{rdst szdm Osszeaddsdra. Az aj...an €s by...b, n-jegyl egészek epe; ... e,
kiegyensiilyozott alaku osszegét fogjuk megkapni. Az algoritmus n processzort
haszndl, ezek koziil az i-edik processzor az ¢ helyiértékil jegyeken dolgozik. Az
elsé Iépésben parhuzamosan Kiszamitjak az a; +b; dsszeg egy olyan (kétjegy() c;d;
kiegyenstilyozott reprezentaciojat, amilyet az 4llitas szavatol: a; + b; = ¢;10 + d;,
ahol ¢; € {-1,0,1} és —8 < d; < 8. A mdsodik Iépésben csak az 1. és n. pro-
cesszorok dolgoznak, megadva a végeredmény elsd és utolsé jegyét: eg = ¢1,
e, = dn. A harmadik, egyben utolsé Iépésben az i-edik processzor 1 <i <n -1
egyetlen dsszeaddssal megkapja e;-t: e; = d; + ¢;41. A mddszer helyessége abbél
adédik, hogy azi+2, ..., n helyiértékeknél kapott eredmények nem befolydsoljak
az i + 1. helyr6l az i-edikre mend atvitel értékét. A d; 4 jegy ugyanis -8 és 8 kozé
esik, amit a jobbrdl jové —1, 0, vagy 1 dtvitel nem tud 9 f6lé, vagy -9 ald vinni.
Az elsS 1épésben szdmitott ¢;4; €rték tényleg a helyes dtvitel, amit az 4. helyen
figyelembe kell venniink. A szdmitds menete igy szemléltethetd:

a1 An—1 an
b1 br_1 bn
I lépés: cidi=ai+by .. en—1dn-1:=Gn-1+bpo1_ cndpi=an+bn
2.pés:  gniz=cy en:=dn
3. lépés: ey:=di+cz en—1:=dp—1+Cn

Nézziik meg, hogy fest ez egy konkrét példan. A kordbban problémdsnak mi-
ndsiilt 843712 és 156288 szamokon kovetjiik a moédszer 1épéseit. Csak a kapott
részeredményeket tiintetjiik fel.

8 4 3 7 1 2

1 5 6 2 8 8
1. Iépés: 1-1 1-1 1-1 1-1 1-1 10
2. 1épés: 1 0
3. 1épés: 0 0 0 0 0
Osszeg: 1 0 0 0 0 0 0

Avizienis algoritmusdval tehdt konstans pdrhuzamos id6ben megkaptuk az
eredmény egy kiegyensiilyozott reprezentéciojat. Ezzel a kukoricatorésnél tapasz-
talthoz hasonlé idedlis felgyorsitast sikeriilt elérni.

Egy n-jegyii kiegyensilyozott szdm standard alakra hozdsdra csak viszony-
lag lassinak mondhaté, clogn parhuzamos lépést igényl6 médszer ismert. Ezt
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haszndlva O(log n) parhuzamos ideji médszer adddik két n-jegyii egész standard
felirdsi osszegének a meghatdrozdsdra. Avizienis médszere kiilondsen akkor hasz-
nos, ha sok ésszeadést kell elvégezniink egyszerre. Erre a helyzetre értelmes példit
kindl a szorzds. '

Feladat: Mutassuk meg, hogy két n-jegyli egész szorzdsa elvégezhets O(logn)
parhuzamos idében. (Az iskoldban tanult szorzéalgoritmus Osszeaddsait Avizienis
moédszerével végezhetjiik el; csak a végeredményt irjuk dt standard formaba.)

A médszer kulcsa a 9-es nélkiili felirhatésigrol szolé allitds. Ez kézenfekvéen
altaldnosithato tetsz6leges k > 2 alapi szamrendszerre; ekkor a 9-es szerepét k—1
jatssza. A gyakorlatban a négyes szamrendszert haszndljdk, mert a gépeken szo-
kasos kettes szamrendszer €s a négyes szamrendszer kozotti dtalakitasok gyorsak.

Feladat: Adjunk konstans parhuzamos idejli médszert kettes szamrendszerben
adott szamok négyes szamrendszerbeli dtfrdsara, és a forditott irdny\ atalakitasra.

A hosszi egészek 0sszeaddsanak feladatdval azt is szerettiik volna érzékeltetni,
hogy a megoldds hatékonysagird! valé képiink fiigg attdl is, hogy milyen szamito-
gépes eszkozok dllnak a rendelkezésiinkre. A megoldds keresése sordn ezért figye-
lemmel kell lenniink erre a héttérre. Ugy is fogalmazhatunk, hogy az eszkoz-hattér
alapvet§ jellemz6i (mint pl. a processzorok szdma) részét képezik a modellnek,
amivel dolgozunk.



